
Számoljunk MKSA-rendszerben.

a) Legyen a középponttól r távolságban az eltolásvektor nagysága D(r). Gauss törvényéb®l

(1) D(r) = Q/(4r2π) = εε0E(r),

ahol ε0 a vákuum dielektromos állandója, E(r) az elektromos térer®sség, ε a közeg relatív dielektromos állandója.

(1)-b®l

E(r) =































0 ha 0 ≤ r < 0,1 m,

Q/(4r2πε1ε0) = − 90/r2(V/m), ha 0,1 m ≤ r < 0,2 m,

Q/(4r2πε2ε0) = −150/r2(V/m), ha 0,2 m ≤ r < 0,3 m,

Q/(4r2πε0) = −450/r2(V/m), ha 0,3 m ≤ r < 0,4 m,

0 ha 0,4 m ≤ r.

Kihasználtuk, hogy a földelt gömbfelületen −Q (vagyis pozitív!) töltés jelenik meg; ezért lett D(r) = 0, ha r > r4.
De�níió szerint a poteniálfüggvény:

U(r) = −

∫

r

r4

E(r)dr =



































































0 ha r4 ≤ r,
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, ha r3 ≤ r < r4,
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, ha r2 ≤ r < r3,

Q

4πε0

[

1

r3
−

1

r4
+

1

ε2

(

1

r2
−

1

r3

)

+
1

ε

(

1

r
−

1

r2

)]

, ha r1 ≤ r < r2,
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, ha 0 ≤ r < r1.

Ugyanez számszer¶en:

U(r) =































−1075 (V), ha 0 ≤ r < 0,1 m,

−90/r− 175 (V), ha 0,1 m ≤ r < 0,2 m,

−150/r+ 125 (V), ha 0,2 m ≤ r < 0,3 m,

−450/r+ 1125 (V), ha 0,3 m ≤ r < 0,4 m,

0 V ha 0,4 m ≤ r.

A számítás során a poteniális energia nullnívóját a középponttól r4 távolságban vettük fel. Az 1. ábrán jól látható,

hogy a térer®sség függvénynek a dielektrikumok határánál szakadása van, a poteniálfüggvénynek pedig töréspontja.
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1. ábra

b) A bels® fémgömb töltése Q, felületén a töltéss¶r¶ség

σ1 = Q/(4πr2
1
) = −3,9 · 10−7

Cm

−2.

Az ε1 dielektromos állandójú szigetel® bels® felületén −Q(1 − 1/ε1), küls® felületén Q(1 − 1/ε1) polarizáiós töltés

jelenik meg, ami a bels® felületen

σ2 = −Q(1− 1/ε1)/(4πr
2

1
) = 3,1 · 10−7

Cm

−2,

a küls®n pedig

σ′

2 = Q(1− 1/ε1)/(4πr
2

2) = −7,9 · 10−8
Cm

−2

töltéss¶r¶séget hoz létre. Hasonlóan az ε2 dielektromos állandójú közeg bels® és küls® felületén a töltéss¶r¶ség rendre

σ3 = −Q(1− 1/ε2)/(4πr
2

2) = 6,6 · 10−8
Cm

−2
és

σ′

3 = Q(1− 1/ε2)/(4πr
2

3) = −2,9 · 10−8
Cm

−2.

A küls® fémfelületen a töltéss¶r¶ség

σ4 = −Q/(4πr2
4
) = 2,5 · 10−8

Cm

−2.

) A rendszer kapaitása

C = Q/U(r1) = 4πε0/
[

1/r3 − 1/r4 + (1/r2 − 1/r3)/ε2+

+(1/r1 − 1/r2)/ε1
]

= 46 pF.

d) A térfogatban foglalt teljes energia:

W = (1/2)QU(r1) = 2,7 · 10−5
J.
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e) Az energias¶r¶ség:

w(r) = (1/2)E(r)D(r) =































0 ha 0 ≤ r < r1,

Q2/(32r4π2ε1ε0), ha r1 ≤ r < r2,

Q2/(32r4π2ε2ε0), ha r2 ≤ r < r3,

Q2/(32r4π2ε0), ha r3 ≤ r < r4,

0 ha r4 ≤ r.

ill. számszer¶en:

w(r) =



















0 ha 0 ≤ r < 0,1 m, vagy 0,4 m ≤ r,

1,8 · 10−7/r4(J m

−3), ha 0,1 m ≤ r < 0,2 m,

2,9 · 10−7/r4(J m

−3), ha 0,2 m ≤ r < 0,3 m,

8,9 · 10−7/r4(J m

−3), ha 0,3 m ≤ r < 0,4 m.

A 2. ábrán látszik, hogy az energias¶r¶ség a középponttól távolodva rohamosan sökken (r−4
-nel arányosan).

Balog János (Bp., I. István Gimn., IV. o. t.) dolgozata alapján

2. ábra

Megjegyzések. 1. A rendszer energiáját az energias¶r¶ségb®l is kiszámolhatjuk:

W =

∫

V

w dV =

∫ r4

r1

w(r)4r2π dr.

2. Gondoljunk a szigetel®k határfelületén vékony vezet® réteget. Az elektrosztatikai viszonyok változatlanok ma-

radnak, mert e felületek ekvipoteniálisak. A rendszer kapaitását így három sorosan kötött gömbkondenzátor kapa-

itásának ered®jeként kapjuk:

C = 4πε0

/

[

r4 − r3
r3r4

+
r3 − r2
ε2r2r3

+
r2 − r1
ε1r1r2

]

.

3


