A p atlagstirtiség meghatarozasa visszavezethet6 az edényben levs golyok szamanak meghatarozasara. Ha ugyanis
a gg slrtségi golyokbol N darab fér el a V' térfogatt edényben, akkor
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(1) Noo = oV.

Az edényben elhelyezhets golyok szama fiigg a golyok térbeli elrendezédésétsl. Harom jellegzetes elrendezéssel
foglalkozunk.

I. Minden goly6 6 méasikkal érintkezik. Az egy rétegben elhelyezkedd golyok kézéppontjai négyzethalozatot alkotnak
és a kovetkezo rétegek golyoi is pontosan e folott helyezkednek el (1. dbra).

1. dbra

IT. Minden golybonak 8 szomszédja van. Az egy réteghez tartozéd golyok kézéppontjai rombuszhalézatot alkotnak és
a kovetkez6 réteg ismét pontosan az alatta levs folé keriil (2. dbra).
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2. dbra

ITI. Minden goly6 12 mésikkal érintkezik. Az egyes rétegek négyzethalos szerkezetiek, de a kdvetkezd réteg golyoi
a szaggatott vonallal megjelolt helyekre keriilnek (3. dbra).

3. dbra

Ugyanennek az elrendezésnek masik nézete a 4. d4bran lathato.

4. dbra

A fenti harom elrendezés tetszdleges alaku edény kozépss részében megvaldsithato, az edény faldnal azonban a
szabalyos elrendez6dés (az edény alakjatol fiiggé mértékben) elromlik.
Hatarozzuk meg az m magassagi hatszog alapt hasédbban elhelyezhets golyok szamét! A hatszog oldalélét az
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egyszertiiség kedvéért vegyiik (2k + —= | - R-nek, ekkor ugyanis egy oldalél mentén pontosan k + 1 golyo fér el.
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5. dbra

Szamoljuk Ossze az 5. dbran lathato golyokat, melyek egy réteget alkotnak! A kézépponttol kiindulva hatszogenként
leszamolhatjuk a golyokat:

k(k+1
n:1+6+12+...+6k:1+6u

=3k* 4+ 3k + 1.
Ha a II. elrendezést valositjuk meg, akkor ugyanilyen rétegek ismétlédnek [%} -szer. (Az [z] jelolés az x szam egész
részét jelenti.) Az edény térfogata

V= (2k+%>2}22-§-3m=6\/§(k+—>2}%2m.

Az edényben levs golydk szama

N = (3k2 + 3k +1) [ﬁ

QR]’ igy (1) felhasznalasaval
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A fenti eredmény harom tényezGjének kiilon-kiilon szemléletes jelentése van. Az els6 tort értéke csak k-tol fiigg, és
azt fejezi ki, hogy a hasab paldstjanal nem olyan jo a térkitoltés, mint a test belsejében. A tort értéke egynél mindig
kisebb, de tetszés szerinti el6irt pontossaggal megkozeliti azt, ha k elég nagy (pl: k =1, 2, 3, 100-ra a tort értéke 0,93;
0,95; 0,96; 0,998).

A masodik tényezs a stirtiségnek a magassagtol valo fiiggéset irja le allando k mellett, vagyis a d) kérdésre adja

meg a valaszt. A 6. abran lathato, hogy az m fiiggvény értéke legfeljebb 1 lehet.
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6. dbra

Ha m > R, vagyis ha sok réteg fér el az edényben, akkor elhanyagolhatjuk a legfels6 réteg felett esetleg szabadon

2R | m
maradoé helyet az edény térfogatahoz képest, azaz — [ﬁ egynek vehetd.
m



A harmadik tényezé jellemzi a térkitoltés josdgat. Ha k > 1 és m > R, akkor
™
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Vizsgaljuk meg a III. elrendezést! A 4. dbranak megfelelen elhelyezett golyoknal minden mésodik rétegbe csak

(3) 0=

2
3k? golyo fer el, viszont a rétegek tavolsaga egy 2R oldaléli tetraéder magassaga, azaz R. Az el6z6 szamolashoz
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hasonléan
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Ha m > R és k> 1, akkor
T
(5) 0=100" V2

Vizsgaljuk meg az I. elrendezést négyzet alapu hasabra! Egy rétegbe k2 golyo fér el, a rétegek szama 5T

edény térfogata (2kR)°m, tehét
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Erdekes, hogy most k-tol fiiggetlen a stirtiségek aranya. Ennek az az oka, hogy az edény alakja jol illeszkedik az
elrendezddés négyzetes szimmetridjahoz és igy a feliileten sem rosszabb a térkitoltés, mint az edény belsejében. Hatszog
alapu hasédbra kiszamolva ugyanezt, ismét megjelenne egy k-tol fiiggs egynél kisebb szorzotényezs.
A fentiek alapjan mar valamennyi kérdésre véalaszt tudunk adni.

R
a) Ha a golydk méretét n-ed részére csokkentjiik, akkor valamennyi képletben k helyére n - k-t, R helyébe —-t kell

irni. Az atlagstriség valtozasat a II. elrendezésnél (2) irja le. A golyok méretét csokkentve belathato, hogynaz elss
tényez6 biztosan novekszik. A masodik tényezs sem csokkenhet, hiszen érvényes az [nx] > n[z| egyenl6tlenség. Tehat
az atlagstrtség novekszik, de ez a névekedés k > 1, m > R esetben elhanyagolhatéan kicsi.
b) A fém sirtségét k, m értékének, valamint az elrendezddeés jellegének ismeretében lehet meghatéarozni. Ha k> 1
és m > R, akkor a harom elrendez6désnél (az edény alakjatol fiiggetleniil) rendre
L. 00 = gg =13 g/cmg; IL. 00 = 37\/59 = 11,2g/cm3;

3v2

IIL.og = ——e= 9,2g/cm3.

¢) Ha k > 1 és m > R, akkor a teérkitoltés josagat a /6, (1/3)V/3 és (/6)v2 szamok jellemzik. A legjobb
térkitoltést a III. elrendezés adja. Ha a golyok szama kicsi, akkor a feliilet kozelében talalhaté hibak hatasa jelentGs
és a legkedvezdbb térkitoltést az edény alakjahoz legjobban illeszkedd elrendezés adja. Ez hatszog alapt hasabnal a
II., négyzet alapt hasabnal az 1. elrendezés. Azt a k értéket, amelyiknél a legsiirtibb térkitoltés elrendezédés-valtozast
igényel, a (2), illetve (4) tipusu kifejezésekbdl lehet meghatarozni.

Megjegyzés. A kittizésben (2k + 1)R oldaléld hatszog szerepelt. Ezt nem lehet szorosan kirakni golyokkal, ezért
szamoltunk més értékkel. Az ebbdl adodd eltérések a megoldas lényegét nem érintik és igy az elért pontokat nem
valtoztattdk meg.



