I. megoldas. A feladatban négy objektum szerepel: a Q1 toltésii m; tomeg, a Qo toltési my tomeg, a rogzitett Q
toltés és a sulytalan merev szigetel$ rad. A megoldast a Newton-axiomak kdvetkezetes alkalmazasaval kaphatjuk meg.
(A hangsuly itt a kovetkezetességen, amely sajnos a megoldok tobbségénél hidnyzott.) Vegyiik fel az 1.4bran lathato
koordinata-rendszert. A @2 tOltés az origdba, a Q1 az x tengelyre, a ) pedig az y tengelyre essék.
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1. dbra

Newton II. axiémaéja azt mondja, hogy az egyes testek tomegének és gyorsuldsanak szorzata egyenls a rahatd dsszes
erk eredGjével. Ebben talan a leglényegesebb az Osszes sz6, legalabbis errdl feledkeztek meg a legtobben. Vizsgaljuk
meg tehat kilon-kilon az egyes objektumokra hat6é 0sszes erdt, majd ezutan hatarozzuk meg ezek eredgjét.

Az vy = (0,0) pontbeli Q5 toltésre hato erk — 2a abra — a kiovetkezSk. (A tovabbiakban egyszertség kedvéért
figyelmen kiviil hagyjuk a tomegek kozott fellepd, az elektromos er6khoz képest elenyészé nagysagi gravitacios erdket,
nem ez az erGé hidnyzott az ,0Osszes” er6k kozil. A 816. feladat megolddisindl a vektorok derékszigi komponenseit
zardjelben tintetjik fel.)

1. Az r = (0,1)-beli @ toltésbol szarmazo Coulomb-erd (lasd a megjegyzést):

F@ QQ2 1T —r (07 _kQQ2>

! I —1/? e -1 12

2. Az r1 = (1,0)-beli Q1 toltéshol pedig
PO — @QQ2 ra—1 (_kQ1Q270>

g —r|* frz—r11| 12

Coulomb erg hat.
3. A Q1-t és a Q2-t Osszekotd rad a kozvetlen mechanikai csatlakozas révén (ez az, amirdl oly sokan megfeledkestek)

Fg2) = (K27 O)

ergvel hat a @2 toltésre, amely a rad vékony és merev volta miatt csak x irdnyu lehet. Azt azonban még egyelére nem
tudjuk, hogy ez a K5 mekkora.
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Hasonlé modon a )1 toltésre hato erck (2b abra):
1. A Coulomb erd a @ t6ltésbdl
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2. A Q3 -bdl szarmazd Coulomb erd:

1 2 @Q1Q2
Fé):—F§)=<+k E ,o).

3. Az 6sszekotd rud nyilvanvaloan erre is csak x irdnyt erével hat:
1
F) = (K,,0).

Mivel a @ to6ltés rogzitve van, igy akdrmekkora erd is hat red, nem johet létre gyorsulas (,végtelen” a tomege), ezért
nem érdekesek a rahaté erék. Annal érdekesebbek viszont az Gsszekotd radra haté erék (2¢ abra). Mivel a rud Fél)



erével hat a @ toltésre, ezért a rudra a I1I. axidma értelmében Fy = —Fgl) = (—K1,0) er6 hat, ugyanigy hat persze

a radra az FéQ) erG ellenereje is, az Fo = —FéQ) = (—K>,0) er6. Most alkalmazzuk Newton II. axiomajat elGszor az

0sszekots rudra. Mivel ennek tomege nulla, ezért az erék Gsszege:
ma=F; +Fy =0,

amely komponensekre kiirva azt jelenti, hogy

(1) —K;— Ky =0,
0+0=0.
Vagyis K1 = — K>, amely felére csokkenti ugyan az ismeretlenek szamat, de még mindig ismeretlen marad a radban

ébreds erd. Ennek az az oka, hogy ezt a K; er6t, az tn. kényszerer6t — amely azért hat a két tomeg kozott, mert azok
mozgasa és igy a gyorsulasa nem lehet tetsz6leges, ugyanis a rid merevsége miatt a két tomeg tavolsidga nem valtozhat
— meghatarozo feltételt még eddig nem vettiik figyelembe. Ez a geometriai feltétel matematikailag azt jelenti, hogy

Iri(t) — ra()]* = 12.

Ezt az Osszefiiggést felhasznélva probaljunk valamilyen kapcsolatot keresni a gyorsuldsok kozott. Ha az my, ill. az mq
tomeg gyorsuldsa a kezdetben aq, ill. ag, és a kezdGsebességiik nulla, akkor egy kis At id6 alatt az elmozduldsuk

(%AL@, o A) = Ary, illetve (%Atz} A1) = Ary,  vagyis

r1(t = At) = 11(0) + Ary = (1 + % A%+ a;y AtQ) :

ry(t = At) = 12(0) + Arg = (‘L7 At2,+% At?) :

Ezt behelyettesitve a geometriai feltételbe:
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—l(alx — CLQY)Atz = [(alx — azx)2 + (a1y — &2y)2] Att.
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At?-tel egyszertsitve:
1 2 21 A2
—l(alx — CLQX) = Z [(alx — CLQX) + (a1y — azy) ]At .
Ha At nagyon kicsi, akkor a jobb oldalon gyakorlatilag nulla &ll, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy
(2) A1x = A2x-

Nem szabad azonban elfeledkezni arrol, hogy ez csak a kezddpillanatra igaz! De ez szamunkra éppen elég.
Most irjuk fel az my és az mqy tomegekre a II. axiémat:

mia; = FY 4PV 4P s maas = FP 4 F 4 FYY.
Az ercket behelyettesitve és az egyenleteket komponensenként kiirva:

Q01 Q102

(3) mlalxzk\/_P—i—k B + Ky,

(4) miaiy = 39; +0-+0,

(5) maasx = 0 — leQz + (— K1) = maaix,
(6) Maagy = QQ2 +0+0.

12

Az (5) egyenlet felirasanal felhasznaltuk az (1) és a (2) egyenleteket. Ebben a négy egyenletben négy ismeretlen
Van: dix, A1y, G2y €s Ki. A (3) mao-szeresét és az (5) mi-szeresét véve egyenletet kapunk Kj-re:

6221 (Q + Q2> +moky = —mle}?Q
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Ebbdl: 0 [0
gl & M2
12 | /8 m1+ ma + Q2

Ekkora er6 hat tehat a radban. Ezt visszahelyettesitve sorra kifejezhetjiik az egyes gyorsulésokat is:
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Mardti Péter (Szeged, Sagvari E. Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas. Csak az tudja igazan értékelni a kovetkez6 megoldést, aki végigolvasta az el6z6, kozvetlenil a
Newton-axiomékon alapulé megoldast. Bar végss soron ez az egyszerd megoldés is ezeken alapul, csak éppen a fel-
adathoz jobban ill§ alakjukat hasznalja fel. A Newton-axiomék egyik kozvetlen kovetkezménye a tomegkozéppont
mozgasanak tétele, amely szerint egy pontrendszer stlypontja Ggy mozog, mintha az egész tomeg abba lenne koncent-
ralva, és arra hatna az Osszes kilsd er6. Egyrészt ezt fogjuk felhasznalni, masrészt pedig azt, hogy egy merev test
szOggyorsulasa egyenls a forgatonyomaték és a tehetetlenségi nyomaték hanyadosaval. (Ez az egyenlet azonos Newton
II. axiomajaval, csak éppen azt ligyes, a probléma lényegét — a merevséget— jol megragadd paraméterekkel irja fel. Az
egyes tomegeket a tehetetlenségi nyomatékba, az egyes eréket az eredd forgatényomatékba, a sok-sok gyorsulast pedig
a szoggyorsulasba striti. Igy elkeriilhet6ve vélik a kinos geometriai feltételek allandé figyelembe vétele.)

A tomegek gyorsuldsa két részbol tevédik Ossze: a sulypont gyorsuldsa plusz. a salypont koriili széggyorsuldasbol
eredd gyorsulas. Modszeriink elénye, hogy ez a ketts egymastol fiiggetleniil meghatarozhato.

3. dbra

Jelen esetben a pontrendszert a rad két végén levs tomegek alkotjak. A tomegkézéppont koordinatéja (3. abra):

Iy + mela
mi1 + mo
Az ebbe képzelt 6ssztomeg;:
M = mq + mas.

A kiilsG erdk csak a QQ-bol szarmazé Coulomb-ersk (az el6zo jeloléseket alkalmazva):

_ o) p@ _ (. QG Q (1
F=F]’ +F} —(k\/gp, —k3 (ﬁ+Q2>).

Tehat a tomegkozéppont gyorsulasa:

gk Q& Ok QM@
M omitmy /B2 YoM my+my 12\ /8 -
A t6megkozéppontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték:
I — mu(rs — R)? _R2 o _Mme
ml(rl ) + mo (1”2 ) m T o

Az egyes kiils6 erck erckarja (lasd a 3. abrat):
kl = \/§|I'1 — R| és kQ = |I‘2 — R|
Igy az ereds forgatonyomaték:

M= — ki FD] 4 o [F@] = _ T2 l.kQQl my .kQQ2'
1| 1 |+ 2| 1 | my + mo \/§12+m1—|—m2 12




Ebbél a szoggyorsulés:

M Q 1 1 Qo
B_I_kp mia \/§l+m2 l

A tomegeknek a forgasbol szarmazo gyorsuldsa kezdetben csak y irdnyu, mert a silypont koriil torténik a forgas.

Ezért az z-irdnyu gyorsulasuk egyenls, nagysaga pedig megegyezik a tomegkozéppont z-irdnyd gyorsulasaval, tehat

k. Qe
mi1 +ma /812

Az my tomeg forgasbol szarmazo y-irdnyu gyorsulasa:

for, 1
a/lyg == |1“1 - Rl/B == —1 l2 |: R ° \/— Q2:| 9

az mo tomegé pedig

k Ql m Q
forg . _RB=__2 = |_T h2N
oy, |ro 1B Ly 12 [ p— Q2 + \/g}
A haladé és forgo mozgés y-iranyu eredGje:

E QQ

for 1
aly:ay+a/1(;;g:—m—1'\/§l27

forg _ k . QQ2

A2y = Qy + azy . 12 .
Ennek a megoldasnak elénye és ugyanakkor hatranya, hogy nem jelenik meg benne a rudban ébredé erd. Persze
a gyorsulasok ismeretében konnyen meghatarozhatjuk ezt is. Ez azonban az el6z6 megoldashoz képest nem jelentene

semmi Gjat, hiszen Gjra csak a (3) vagy az (5) egyenletbdl kellene K7-et kifejezni.
Horvdthy Péter (Budapest., Fazekas M. Gimn., III. o. t.)

IIT. megoldas. Az z-irdnyu gyorsulas egyszeriibben is meghatarozhato, ha abbol indulunk ki, hogy az egész riad z-
iranyt elmozdulasa csak a @Q és a Q1 kozotti Coulomb-erének a rud iranyaba esé komponensének a hatasara kovetkezik

be. Vagyis
Q0 1 1

a1x = Q2x =

212 '\/ﬁ'ml—i—mg'

A radban ébredd erének eleve csak x-komponense lehet, ez két részb6l tevédik Ossze: a Q1 és a Q2 koz6tti Coulomb-erét
ellensilyozo erd, és az my tomeg aoy gyorsulasat létrehozd moasy erd. Tehat a rudban ébreds erd:

Q1Q2 L -kQQl 1
2 mi + mo 2102 \/5

Walthier Tamds (Bp., Piarista Gimn., III. o. t. )

K=k

Megjegyzés. Foglalkozzunk egy kicsit részletesebben a Coulomb-torvénnyel, ill. a hozza nagyon hasonlé Newton-féle
gravitacios torvénnyel. Altalaban csak azt szoktdk mondani, hogy a két tomeg (toltés) kozott felleps ers egyenls a
két tomeg (tOltés) szorzatanak és a koztik levs tavolsag négyzetének a hanyadosaval, amelyet meg kell szorozni egy
megfelels allandoval. (Az allandé elsGsorban az egységek megvalasztasaval van kapcsolatban.) Ez azonban az erének
csak a nagysaga. Az ers viszont vektor mennyiség, ezért meg kell adni az irdnydt is. Szoban ezt ugy szoktak elintézni,
hogy az er6 centralis, azaz a két tomeget 0sszekots egyenes mentén hat, elGjele pedig olyan, hogy a két tdmeg vonzza
egymast, két toltés esetén az egynemtek taszitjak, a kiillonnemdek vonzzak egymast. Mi azonban egy altalanos képletet
szeretnénk, amelyben nem kell kiilon-kiilén megvizsgalni az ilyen specidlis eseteket. Ehhez pedig nem kell méast tenni,
mint megadni egy olyan egységnyi hosszlisagi vektort, amelynek az irAnya megegyezik az erd iranyaval.
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Ha a két objektumot A-val és B-vel jeloljiik, és ezek az rp ill. rg helyvektorral jelzett pontokban helyezkednek el
(4. abra), akkor az A-bol a B-be mutat6 egységvektor:

I'B —TA

eAsB = ——.
|t —ra



A B-bdl az A-ba mutato egységvektor pedig:

A —TIB

€B—A = —€AB |1“ MY
A — 1B

ahol [rg —ra| = |ra — rg| az rp — rp vektor hossza, azaz az A és B pontok tavolsaga. Ebbdl a gravitécios erd altalanos
vektoralakja, ha az A pontban ma, a B pontban mp témeget helyeziink el:

a) Az mp tomegre hato gravitacios erd:
ma -msp ma -mp I'B —TA

Fa=/f—2"0 exip=Ff
lra —rp

2’ :
[ra — rp| lra — 1B
b) Az mp tomegre haté gravitacios erd:

ma -mp ma -mp 'Aa —IB

Fp=f

epsa = f

ra — 1 ta — 15> TA 18]’

A Coulomb er¢ altalanos alakja csak annyiban tér el ettsl, hogy figyelembe kell venni a toltések elGjelét is.
a) A Qa (elGjelesen vett) toltésre haté Coulomb erd:

QaQsB QaQsB ra —I'B

- CA BZk . .
ta—rs>  fra—rp> [ra 18]

Fa=-k

ahol a minusz elGjel azért sziikséges, mert ha a tékések elGjele azonos, akkor nyilvanvaléan az irdnnyal ellentétes iranyt
taszito erd lép fel.

b) A @Qp toltésre igy
5 9BG@A

QBQA IB —I'a
3 "EB—sA = k

Fp = : .
Irg —ral]® I'B —TA

IrB — 1Al

Coulomb erd hat.



