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)

(Gaál István 
ikkében szerepl® jelöléseket alkalmazzuk, I. K. M. L. 1968. évi 8�9. szám 165. o.)

a) kap
solás. Kir
hho� I. törvényét a B 
somópontra, II. törvényét pedig az ABDE és a BCD körökre felírva

három egyenletet kapunk:

i1(t) = i2(t) + i3(t),(1)

Ri1(t) +
1

C
q(t) = U0 cosωt,(2)

Li′
3
(t) +Rti3(t)−

1

C
q(t) = 0;(3)

ahol q(t) a kondenzátor pillanatnyi töltése:

(4) i2(t) = q′(t).

Ez a négyismeretlenes egyenletrendszer megoldható. Nekünk nyilvánvalóan 
sak i3(t)-re van szükségünk, ezért a

többi változót megpróbáljuk algebrai módszerekkel kiejteni. A (2) és (3) egyenletekben vegyük a bennük szerepl®

mennyiségek változásának a sebességét, (4) felhasználásával:

Ri′
1
(t) +

1

C
i2(t) = −U0ω sinωt,(5)

Li′′3(t) +Rti
′

3(t)−
1

C
i2(t) = 0.(6)

Kifejezve i2(t)-t (6)-ból és i1(t)-t (1)-b®l, majd az (5)-be helyettesítve olyan egyenletet kapunk, melyben 
sak az i3(t)
függvény az ismeretlen:

(7) RLCi′′′3 (t) + (L+RRtC)i′′3 + (R +Rt)i
′

3 + U0ω sinωt = 0.

Keressük az i3(t) ismeretlen függvényt

(8) i3(t) = I sin(ωt+ ϕ)

alakban. Az idézett 
ikk alapján

i′
3
(t) = Iω cos(ωt+ ϕ),(9)

i′′
3
(t) = −Iω2 sin(ωt+ ϕ),(10)

i′′′
3
(t) = −Iω3 cos(ωt+ ϕ).(11)

(7)-be helyettesítve, a sinωt és a cosωt együtthatói el kell, hogy tünjenek:

(R +Rt − ω2RLC) sinϕ+ ω(L+RRtC) cosϕ = U0/I,(12)

(R +Rt − ω2RLC) cosϕ− ω(L+RRtC) sinϕ = 0.(13)

1



Az áram amplitúdójának értékét a két egyenlet négyzetösszegéb®l kifejezhetjük, és így az Rt ellenálláson megjelen®

feszültség amplitúdója

(14) U = I ·Rt =
U0Rt

√

(R+Rt − ω2RLC)2 + ω2(L +RRtC)2
,

vagyis

(15) U =
α

√

γ1ω4 + γ2ω2 + γ3

alakú a feszültség, ahol az α és a γ-k konstansok.

A (13) egyenletb®l

(16) tg ϕ =
R+Rt − ω2RLC

ω(L+RRtC)
,

így az Rt ellenálláson megjelen® feszültség

(17) ut(t) = U sin(ωt+ ϕ),

ahol U és ϕ a (14) és (16) egyenletekben adottak.

b) kap
solás. Kir
hho� I. törvényét a B 
somópontra, II. törvényét pedig az ABEF , a BCE és a BDE körökre

felírva négy egyenletet kapunk:

i1(t) = i2(t) + i3(t) + i4(t),(18)

Ri1(t) +Rti4(t) = U0 cosωt,(19)

Li′
3
(t) + ri3(t)−Rti4(t) = 0,(20)

1

C
q(t)−Rti4(t) = 0;(21)

valamint tudjuk, hogy

(22) i2(t) = q′(t).

Az a) kap
solásnál végzett számításokhoz hasonlóan ez az egyenletrendszer algebrai módszerekkel a következ®re

redukálható:

LRRtCi′′
4
(t) + (LR+ LRt + rRRtC)i′

4
(t)+

+(rR +RRt + rRt)i4(t) + U0(ωL sinωt− r cosωt) = 0.(23)

Az i4(t) megoldásfüggvényt keressük a (8)�(9)�(10) képleteknek megfelel® alakban:

(24) i4(t) = I sin(ωt+ ϕ).

(23)-ba helyettesítve sinωt és cosωt együtthatója el kell, hogy t¶njék:

(rR +RRt + rRt − ω2LRRtC) cos ϕ− ω(LR+ LRt + rRRtC) sinϕ = −

ωL

I
U0,(25)

(rR +RRt + rRt − ω2LRRtC) sinϕ+ ω(LR+ LRt + rRRtC) cosϕ =
r

I
U0.(26)

A két egyenlet négyzetösszegéb®l a keresett feszültség amplitúdója:

(27) U = IRt = U0Rt

√

r2 + ω2L2

(rR +RRt + rRt − ω2LRRtC)2 + ω2(LR+ LRt + rRRtC)2
.

Azaz (15)-höz hasonlóan

(28) U =

√

α1ω2 + α2

γ1ω4 + γ2ω2 + γ3
.

(25)-öt r-rel, (26)-ot ωL-lel beszorozva és összeadva megkapjuk a fázisszöget:

(29) tg ϕ =
(R+Rt)(r

2 + ω2L2) + rRRt

ωRRt

[

C(r2 + ω2L2)− L
] ,
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így az Rt ellenálláson megjelen® feszültség

(30) ui(t) = U sin (ωt+ ϕ);

ahol U és ϕ a (27) és (29) egyenletekben adottak.


) kap
solás. (Az ábra elvi kap
solási rajz. Valójában az L11, illetve L22 öninduk
iós együtthatók nem függetlenek

és nem választhatóak külön az L12, illetve L21 köl
sönös induk
iós együtthatóktól. Ugyanez volt a helyzet a b) esetben

az L öninduk
iós együtthatójú teker
s r veszteségi ellenállásával is.)

Kir
hho� II. törvényét mind a két körre külön-külön felírjuk (q1(t) a bal oldali, q2(t) a jobb oldali kondenzátor

töltése):

Ri1(t) + L11i
′

1(t) + L12i
′

2(t) +
1

C
q1(t) = U0 cosωt,(31)

Rti2(t) + L22i
′

2
(t) + L21i

′

1
(t) +

1

C
q2(t) = 0,(32)

valamint

i1(t) = q′1(t),(33)

i2(t) = q′
2
(t)(34)

és

(35) L12 = L21.

A töltéseket kiejtve kapjuk, hogy

Ri′1(t) + L11i
′′

1(t) + L12i
′

2(t) +
1

C
i1(t) = −U0ω sinωt,(36)

Rti
′

2(t) + L22i
′′

1(t) + L21i
′′

1(t) +
1

C
i2(t) = 0.(37)

Ebb®l az egyenletrendszerb®l i1(t)-t ki kellene ejteni, de ez közvetlenül lehetetlen. Vegyük észre, hogy ha a megoldásokat

(8) mintájára

(38) i1(t) = I1 sin(ωt+ ϕ)

és

(39) i2(t) = I sin(ωt+ ϕ)

alakban keressük, akkor a (8) és (10) egyenletekb®l láthatóan az

(40) i′′
1
t = −ω2i1(t)

és az

(41) i′′2 (t) = −ω2i2(t)

összefüggések teljesülnek. Ezekkel könnyen megkaphatjuk a kívánt egyenletet:

RRtC
2i′′

2
(t) +

[

(1− ω2L11C)RtC + (1 − ω2L22C)RC
]

i′
2
(t) +

[

(1− ω2L11C)·

·(1− ω2L22C)− ω4L2

12C
2
]

i2(t) + U0ω sinωt = 0.(42)

A már ismert te
hnikával kiszámíthatjuk a (39) képletben szerepl® I, illetve az U feszültség-amplitúdó értékét,

illetve a fázisszög tangensét:

U = IRt =

=
U0RtL12C

2ω3

[

(1− ω2L11C)(1 − ω2L22C)− ω2L2
12
C2

− ω2RRtC2
]2

+ ω2
[

(1− ω2L11C)RtC + (1 − ω2L22C)RC
]2
,(43)

azaz (15)-höz és (26)-hoz hasonlóan

(44) U =
αω3

√

γ1ω8 + γ2ω6 + γ3ω4 + γ4ω2 + γ5
;

illetve

(45) tg ϕ = −

ω
[

(1− ω2L11C)RtC + (1 − ω2L22C)RC
]

(1− ω2L11C)(1 − ω2L22C)− ω4L2

12
C2

− ω2RRtC2
.

Az Rt ellenálláson megjelen® feszültség a (43) és (45) képletekben adott mennyiségekkel

(46) ut(t) = U sin(ωt+ ϕ).

(Több dolgozat alapján)
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