A sorozat képzési szabalya alapjan vilagos, hogy ha nemcsak ag, hanem még a; értékét is megadjuk, akkor mar a
sorozat tagjai egyértelmien meg vannak hatarozva. Nem adhatjuk meg azonban tetszés szerint a; értékét, hiszen a;
megvalasztasaval biztositanunk kell, hogy a sorozat tagjai pozitivak legyenek. Azt kell megmutatnunk tehat, hogy ez
a kovetelmény a;-et egyértelmien meghatarozza.

Jeloljiik aq-et x-szel, és nézzitk meg n néhany értékére, hogy milyen feltételt jelent z-re az a,, > 0 alapkdvetelmény:

a =z, tehat z > 0;
as=—-x+1, tehéat T <1
3 1
a3 =2x — 1, tehat T > 5;
. 2
a4 = —3x + 2, tehat T < g;
3 3
as = 5x — 3, tehat T > g;
3 5
ag = —8x + 5, tehat T < 3

Kozben megfigyelhettiik, hogy x egylitthatoinak az elGjele valtozik, és ugyanezek az egyiitthatok lépnek fel a kovetkezs
tag konstansaként, vagyis

(1) Ap = (_1)n_1()‘n$ - /\n,1)7

ah01>\0:0, /\1:1, /\2:1, )\3:2,>\4:3, /\6:5
Ezekre a szamokra teljesiil a

(2) )\n—i-l - )\n—l + )\n

Osszefiigges, allitsuk el§ ennek alapjan az egész A, sorozatot. Megmutatjuk, hogy ha a A, sorozatot a A\g =0, =1
kezdsértékek és a (2) Osszefiiggés alapjan hatarozzuk meg, akkor az a,, sorozat minden tagjara teljesiil (1). Mar lattuk,
hogy (1) igaz n = 1, 2 mellett. Tegyiik fel, hogy valamilyen N 2 2 szam mellett mér belattuk, hogy (1) teljesiil minden
n < N indexre. Akkor ebbdl és a képzési szabalybol kovetkezik, hogy

ant1=an-1—any = (=)V 2Ano1z = Avo2) = ()N T vz = A1) =
(=1)NAn—1+ An)z — (Av—2 + An-1)]
ami (2) alapjan valoban (1) alaku.

Mivel A\; > 0, (2)-b6l kivetkezik, hogy n > 0 mellett \, > 0. Igy az azp_1 > 0 feltételbsl az kovetkezik, hogy
T > Aok—2/Aok—1, az agg > 0 feltételbdl pedig az, hogy © < Aop—1/Aak. Jeloljiik a A,—1 /A, hanyadost &,-nel, akkor

(3) Sok—1 < @ < Eak; k=1,2,...
Azt kell megmutatnunk, hogy (3) egyértelmtien meghatarozza = értékét. (2) szerint
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A tovabbiakban elég ennyit tudnunk a &, sorozatrol, és azt, hogy & = 0, hiszen ezzel a &, sorozat mar egyértelmien
meg van hatarozva.
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Ak =1,2,3 szamokra (3) rendre a (0, 1), >3)\ 53 nyilt intervallumokat engedi meg x szébajohetd értéke-

ire. Ezek az intervallumok tartalmazzak egymast, szokasos kifejezéssel élve: egymasba vannak skatulyazva. Akarhanyat
sorolunk is fel koziiliik, a legutolsé mindig a legrovidebb, benne van mindegyik korabbiban, elég tehat x-rél azt meg-
kovetelni, hogy abban legyen benne. (Ezeket az intervallumokat és a &, sorozat képzési szabalyat szemlélteti az abra.)

1
egyenlet pozitiv gyokét &-vel: € = 5(\/5 —1). Mivel

Jeloljik az u =
u—+1

0=26& <& <¢,
és az f(u) = 1 fiiggvény u = 0 mellett monoton fogy,
f(&) > f(&) > (&),
azaz

§ <& <&
Hasonloéan a
0 < &1 <&py1 <

egyenl6tlenséghbdl a
§ < &orra < ok

egyenl6tlenséget kapjuk, ebbdl pedig a
0= &opr1 < Sants <§

egyenl6tlenséget. Tehat a &, sorozat paratlan indexd tagjaibol &llé részsorozata monoton nd, és a tagok kisebbek
&-nél, a paros indext tagok részsorozata pedig monoton fogy, és a tagok nagyobbak £-nél. Emiatt (3) teljesiil az z = &
szamra, azt kell még megmutatnunk, hogy masra nem teljesiilhet. Tudjuk, hogy

Ok = &ar — Eak—1

sorozat monoton fogy és tagjai pozitivak. Megmutatjuk, hogy ez a sorozat 0-hoz tart. Ebb6l méar kovetkezik allitdsunk,
hiszen ha volna olyan x # £ szam, amelyre teljesiilne (3), akkor a J; sorozat minden tagja nagyobb volna a pozitiv
|¢€ — x|-nél, ami d; — 0 miatt nem lehet. Mivel

K} 75 _g _ /\2k71 _ >\2k72 - )\%k—l - )\2k}\2k_2
k — Q2k 2k—1 — Aok Aok = SV

készen is vagyunk, ha belatjuk, hogy itt a szamlalo értéke mindig 1, hiszen a nevezd a nyilvanvalo A, = n egyenlGtlenség
miatt tart végtelenbe. A A, = )\i — An—1Any1 SOrozat tagjaira

An—i—l = )\314-1 - )\n)\n+2 = )\7214-1 - )\n()\n + )\n-i-l) = )\n—i-l()\n-i-l - )\n) - )\i =
>\n+1An71 - Ai = _An

teljesiil, tehat A,y2 = A, igy A1 = 1 miatt a sorozat minden paratlan indexid tagja 1-gyel egyenls. Mivel J; fenti
alakjaban éppen ezek allnak a szamlaloban, a bizonyitast ezzel befejeztiik.



Megjegyzés. Altalaban ha egy &, sorozatrol tudjuk, hogy a paratlan indexii tagjainak részsorozata monoton ng,
a paros indextieké pedig fogy, és a 0 = &or — &op—1 kiilonbség 0-hoz tart, akkor a sorozat konvergens. A megoldok
tobbsége erre az allitasra hivatkozva bizonyitotta, hogy a (3) feltételnek egy és csakis egy megoldéasa van. Ebbdl a
»esak egy” rész a § — 0 feltétel kovetkezménye, mint azt megoldasunkban is lattuk, a ,legalabb egy” rész pedig szer-
vesen kapcsolodik a valos szam fogalmahoz. Tekintve, hogy az analizis alapfogalmainak jelenleg hasznalt kodzépiskolai
bevezetése nagymeértékben tamaszkodik a szemléletre, ez a tétel nem szerepel a tananyagban, ezért bizonyitottuk a (3)
feltetelnek eleget tevd x szam létezését e tétel felhasznélasa nélkiil (ami kiilonben nem keriilt kiilonosebb faradsagba,
hiszen ez az x az esetiinkben explicit megadhato volt).



