(1) be? = (a + b)(a —b)>.

I. megoldas. A feltevések szerint 5 = 2y és a = 6+, tehat a szogek Osszegébdl v = 20°, majd 8 = 40°, a = 120°.
Forditsuk ra C koriil A-t a CB félegyenesre Aj-be és B-t a C'A-ra, Bi-be, tovabba A koriill B-t a BC-re, a By
pontba (1. abra).

1. dbra

Igy CAA,, CBB,, ABB; egyenls szaru haromszogek, az ezekbdl kiadodo szogertékek alapjan egyszert szamitéas
szerint a BoC A és A1 AB haromszog is egyenl szart: BB A<t = 40°, a kiils6 sz6g tétele alapjan BoAC<t = 40° — v =
20° = #, illetve CA; A< =80°, A;AB< =80° — 3 =40° = 0.

Tovabba az ABB; és ABsA; haromszogek szogei (a cstcsok felsorolasdnak rendjében) paronként egyenlSk: 60°,
40°, 80°.

A szerkesztésiink és szamitasunk szerint egyenld szakaszok: BA; = B1A = AA; =a—bés AB = ABy; = BoC = ¢,
igy az ABB; és ABsA; haromszogek egybevagoak, ezért B1B = AyBy = CAy — CBy = b — ¢, tovabba BBy = a — c.

Marmost a CAA,, CB1B, majd az ABBs, A1 AB haromszogparok hasonlosaga alapjan, megfelelg oldalparjaik
aranyabol

a—b b a—c c

o o illetve o

Ezekbol — egy kis eldrelato tigyeskedéssel — az (1) bal oldalanak tényezsire a kovetkezSket irjuk fel:

a? — b2

b= illet 2= (a— —b):
— lletve ¢ (a —c)(a —b);

innen ugyanis a jobb oldalak szorzata azonnal egyenlének adodik az (1) jobb oldalaval. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Az ABC haromszog koré irt k korbsl az AB, BC, C'A oldal altal lemetszett iv a kézéppontbol rendre
2y = 40°, 2o = 240° = 6-40°, 28 = 2 - 40° szdgben lathato. Es mivel 40°-o0s kozépponti sz0g tartozik a k-ba beirt
14642 = 9 oldalua szabéalyos sokszog oldalaihoz is, azért A, B és C' annak a szabélyos 9-szognek a cstcsai koziil valok,
amelynek oldalhossza c; ekkor egy csticsat a t6le méasodik, illetve harmadik csticcsal 6sszekots atld hossza b, ill. a.

II. megoldas. Ha a fentieknél kissé tobb szamitast engediink meg magunknak, és felhasznaljuk a hegyesszog

természetesen 3 < 45°. (Valoban, 8 = 30° és b = 1 mellett a = 2, ¢ = /3, és teljesiil az allités.)
Meérjiik fel ismét CA-t a C'B félegyenesre: CD = CA, igy D a CB szakaszon van, hiszen « > [ miatt a > b, azaz
CB > CA (2. abra).
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Mivel v = 180° — 43, azért CAD< = CDA< = 203, tehat DAB< = 8 = DBA<, ennélfogva DA = DB = a — b.
Igy a CAD és a DAB héaromszogbol.

a—b . c
(2) cos28 = TR illetve  cosf3 = m.

Legyen még D-nek AB-re valo tiikorképe F, és E-nek BD-n levs vetiilete F'. Ekkor EBD< = 2f3, és a BEAD
rombusz teriiletének kétféle kifejezésébdl

AB-DE AB AB?
EF = = — Bl)2 J—
2BD BD 4
BF? = BE® — EF* = BE®* — AB* + ABT
4BD?
1 4 2 2 4
=—{c -4 —b 4(a—0b
4(a_b)2{c C (a’ ) + (a’ ) }7
BF ¢ —2(a—b)? c 2
(3) cosQﬁ—ﬁ— a—1b)? _2<2(a—b)) -1

A négyzetgyok elGjelét helyesen vettiik, mert 8 < 45° miatt BA > BA*, ahol A* az A raforgatottja a D-ben emelt
merdlegesre, tehat ¢ > v/2(a — b).
A bal oldalon (2) elss kifejezését helyettesitve, kell alakitas utan (1)-et kapjuk.

Jonds Béla (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., III. o. t.)

Megjegyzések. 1. Ennek a bizonyitasnak az 6tlete abbol adodhat, ha valaki megprobalja megforditani a tételt. Az (1)
Osszefiigges feltevésébdl azonban méar eleve nem varhato, hogy két kapcesolatot kapjunk a szogek kozott. A megforditas
igy hangzik: ha egy haromszogben fennall (1), akkor o = 38. Ez t6bb geometriai szamitéassal igazolhato. A dolgozatok
jelentGs részében az eredeti feltevés melletti bizonyitasnak is geometriai azonossagok az eszkozei.

2. (3) jobb oldalaba (2) masodik kifejezését irva, a goniometriabol ismert cos 23 = 2 cos® 3 — 1 azonossagot kapjuk,
de csak a 0° < 8 < 45° korlatozassal.



