Az alabbiakban f. helyett rovidebben f-et irunk.
I. megoldas: A betiizést az 1. dbra mutatja.

A cosinus-tétel szerint az ACDa és a BCDa-bél:

c%:a2+f2—2afcos%, c§:b2+f2—2bfcos%.
Mindkét egyenletbdl kifejezve cosg—t
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1) fr=ab+t a—b
Ismeretes tétel szerint
(2) c1:co=a:b, innen acy = bey.

Ennek felhasznalasaval (1) jobboldalan a tort szamlalojat atalakitjuk:
acg = acy - cy = bcres és bc% =bcy - ¢ = acyca,
mely értékeket (1)-be helyettesitve, maris a bizonyitando

(3) f? =ab— cics, azaz f=+ab—cics.

egyenlGségre jutunk.

Ahhoz, hogy eredményiinket a numerikus példa megoldasara alkalmazhassuk, ki kell szdmitanunk c;-et és co-t.
A c oldalt a cosinus-tétellel nyerhetjiik:

1
2 =18%4+9%2-2.18-9c0s120° = 92 <4+1+2-2-§>, tehat ¢ = 9V/7.

18 2
Ezutan (2) szerint c1-t és co-t ugy nyerjiik, hogy c-t % =3 =1 ardnyban osztjuk, vagyis ¢; = 6V/7, ¢a = 3V/7.
Ezen értékeket (3)-ba helyettesitve

f=vV189-6-3-7=+/18(9—7) =6cm.

Jaky Mdria (Pécs, Banyaip. t. IL. o. t.)

II. megoldas: Hazzunk a D ponton at a C'B oldallal parhuzamos egyenest. Messe ez C'A-t az E pontban (1.
abra). Miutan C'D szogtelez6, C DE egyenls szara; szarait jeloljiik z-szel. E haromszoghdl
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(1) cos 5 = 92
x értékét az ADEA és ABCa hasonl6 voltabol szamithatjuk ki:
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Ezt (1)-be helyettesitve
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Felirjuk az ADCa-re a cosinus-tételt:
E=b2 2o 2bfcos%,

majd behelyettesitjik (2)-bsl cos %—értékét:

la+b
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(3) c§:b2+f2—2bf( f>=b2+f2—f bQ—fQS.

Meég egy atalakitast végziink a szogfelezd-tétel felhasznalasaval. A baloldalon

b

CgZCQ'CQZCQ'Cla.

b
Ezt (3)-ba helyettesitve, és a nyert egyenletet —-val szorozva, a
a

cico = ab— f?

Osszefiiggésre jutunk, amely a bizonyitando6 egyenlGségnek atrendezett alakja.

Ez a megoldas az . megoldasnal nem egyszertibb, de a kitizott numerikus példa megoldasa ezittal egészen egyszerd
a (2) egyenlet alapjan:
2ab vy 2-18-9 1

atb 2 27 2
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f=

Allitasunk szogfiiggvények felhasznalasa nélkiil is bizonyithato és a 120°-o0s szog folytan a numerikus szamitas
szintén elvégezhetd szogfiiggvények nélkiil, amint ezt az aldbbi III. és IV. megoldésok mutatjak.

II1. megoldas: Rajzoljuk meg a haromszog koré irhatd kort, amelyet a szogfelez6 meghosszabbitasa F' pontban
metsz. Jeloljiikk a DF szakaszt d-vel (2. abra).

2. abra

A D ponton atmend szeld szeleteinek szorzataira vonatkozo tétel szerint
(1) Jd=cic,

masrészt

CAFx ~ CDBa,

C-nél fekvs szogiik egyenls, mert f szogfelezs, F'<¢ = B<, mert mindketts az AC' iven nyugvo keriileti szg, a megfelels
oldalak aranya,

(2) bi(f+d)=fa,

vagyis
f?+ fd = ab.

Helyettesitsiik be fd-nek (1) alatt nyert értékét (2)-be, ezzel a bizonyitand6 allitashoz jutunk.
A numerikus szamitas egyszertsitésére az adatoknak megfelels abra elkészitése (3. abra) nyujt lehetGséget.



3. dbra
A 120°-0s sz6g miatt ABFa egyenl oldalt, tehat AF = ¢. Masrészt a: b=c1 : co = 2 : 1 miatt ¢y = g Tovabba
a szogek egyenlGsége miatt ADFA ~ CDBp, ésigy AF : AD = BC : CD, vagyis c: g =a:f,ésigy f= g =6 cm.

Kristdf Liszlé (Mosonmagyarovar, Kossuth g. III. o. t.)

IV. megoldas: A szogfelezG-tétel szerint % = C—l, tehat bc; — ace = 0. Ennek felhasznaldsaval bizonyitando
2
allitasunk igy is irhato:
f=ab+bci —aco —c1ca = (a+c1)(b — ca).

Forgassuk A koriil a co-t az AC = b oldalra, c;-et pedig B koriil a BC' = a oldal meghosszabbitasara (4. abra).

4. dbra

Az ADD'\ egyenls szart, tehat az alap mellett fekvd § szogre

180° — « «
0= —— =90° — —.
2 2
§ kiils6 szoge CDD'x -nek, tehat
o & i
0=90°— - =—
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A DBD" egyenl6 szara haromszog kiils6 szoge 3, s igy az alapjéanal fekvé e szdgre
o @
2 —90° -2 7
(2) € 5%

(1) és (2)-bol kovetkezik, hogy ¢ = ¢, s igy CDD's ~ CD"Da. E haromszogek megfelels oldalainak ardnya egyenld,
vagyis

(b—co): f=f:(a+c1),

innen

f2=(a+c)(b—c),



ami allitasunkkal azonos.

A numerikus szamitas elvégzésére huzzunk a 3. dbraban D-n at AC-vel parhuzamost, amely messe a BC oldalt
E-ben. A CDFE minden szoge 60°, tehat DE = EC = f. Az ABC és DBFE haromszogek hasonlosdgabol kovetkezik,
hogy

AC:DE =BC:BE, azaz 9:f=18: (18— f), amibsl f=6.

Gergely Ervin (Bp. IV., Kényves Kalman g. III. o. t.)



