Vizsgalatainkat atvihetjiik tobbvaltozos fliggvényekre is. Kétvaltozos fliggvényt még tudunk abrazolni a térben: a
z = F(z,y) fiiggvény értékeit gy abrazolhatjuk, hogy a fiiggetlen valtozok egy x, y értékparjat egy sikbeli koordinata
rendszerben abréazoljuk és a fiiggvényértékeket egy-egy ilyen pontban a sikra mer6leges irdnyban abrazoljuk. Minden
szambajovs helyen ilyen modon abrézolva a fliggvényt altalaban egy feliilet alakul ki a pontokbol. Ez ismét lehet
dombort vagy homort (alulrdl nézve). Ezekben az esetekben a fiiggvényt is, aminek a feliilet a képe konvexnek, ill.
konkavnak fogjuk nevezni. Pl. a konvexséget geometriailag a térben is azzal jellemezhetjiik, hogy a feliilet két pontjat
0sszekotd hur mindig a feliilet f6l6tt van. Mivel az (x1, y1), (22, y2), pontok kozti szakaszt go : ¢1 ardnyban osztd
pont koordinatai, ha még q1 + g2 = 1, (121 + ¢222, q1y1 + g2y2) és ebben a pontban a gorbén a z1 = F(z1,y1),
z9 = F(x2,y2) ordinatak kozti hur ordinataja g121 + go222, igy az emlitett geometriai tulajdonsagot az

F(qiw1 + qw2, i1 + q2y2) < i F (21, 1) + g2 F (22, y2)

Jensen-egyenlGtlenség irja le. Tobb valtozo esetén mar geometriailag nem tudjuk a fliggvényt szemléletesen dbrazolni,
a konvexség fogalmat azonban ebben az esetben is értelmezhetjiik éppen a fenti egyenlétlenség megfelelgjével. Egy
F(x1,x9,...,x,) fliggvényt konvexnek nevezziik, ha barmely két (z1,zo,...,2,), (Y1,Y2,...,Yn) pontra és qi, g2
pozitiv stulyokra, melyekre g1 4+ g2 = 1 fennéll az

F(giz1 + @2u1, 12 + @2Y2, - - -, (1%n + @2Yn) <
<qF(x1,22,. . 00) + @F (1,92, Yn)
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egyenl6tlenség. Specidlisan, ha g1 = g2 = 3 akkor kapjuk az
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szimmetrikus Jensen-egyenl6tlenséget. Ismét igaz, hogy ennek a teljesiilésébsl kovetkezik a két és az akdrhany taga
sulyozott Jensen-egyenlGtlenség teljesiilése is, legalabbis racionalis sulyok esetén. A bizonyitast kétvaltozos fiiggvényre
mondjuk el. T6bb valtozora szoszerint ugyanigy torténhetik, csak irni kell tobbet. Feltessziik tehat, hogy egy F (x,y)
fliggvényre teljesiil az

Pl + T2 Y1+ Y2 F(z1,y1) + F(x2,y2)
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egyenlGtlenség. A Cauchy-féle gondolatmenetet kdvetve elGszor is megmutatjuk, hogy teljesiil a hasonld, de oF taga
szimmetrikus egyenl6tlenség. k = 1-re az allitas csak a feltételi egyenlStlenséget jelenti. Tegyiik fel, hogy valamilyen

j-re mAr tetszés szerinti nem csupa egyenls (21,y1), (X2,y2), ..., (Z2i,y2s) pontparok esetén bebizonyitottuk az
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egyenlGtlenséget. Legyen most adva 2/ szama pont:
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Ha a pontok nem mind esnek egybe, akkor nem &llhat fenn mindeniitt az egyenlGség jele s igy teljes indukcioval
bizonyitottuk allitasunkat.

Ha most van tetszés szerinti szama pontunk: (z1, y1), ..., (zx, yx), akkor valasszuk j-t gy hogy 277! < k < 27,
(k= 27-re mar bizonyitottuk a szimmetrikus egyenlGtlenség teljesiilését) és legyen
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az éppen bizonyitott allitas szerint, ez pedig atrendezve a
kF(x,y) < F(x1,y1) + ... + F(zk, yr)

egyenl6tlenséget adja, vagy = és y jelentését beirva és k-val osztva
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vagyis teljesiil a k tagl szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség is.
A raciondlis sulyokkal sulyozott Jensen-egyenlGtlenséget mindig atirhatjuk szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenséggé,
melyben az egyes alappontok tobbszor ismétlgdnek. Igy ezen egyenlStlenség teljesiilése is kovetkezik levezetésiinkbdol.

Ahhoz, hogy a tetszéleges valds silyokkal sulyozott Jensen-egyenlGtlenséget is szigortan bebizonyithassuk, fel
kellene tenni a fliggvényrél, hogy nem valtozhat hirtelen tdl nagyot a fliggvényérték, ha az egyes valtozok csak nagyon
kevéssel valtoznak. Természetesen elGszor is ezt a nagyon hozzavetSlegesen fogalmazott tulajdonsagot — amit a fiiggvény
folytonossaganak neveziink — matematikai szigorusaggal kellene megfogalmazni, azutan szigorian be kellene bizonyitani
ez esetben is a Jensen-egyenlStlenség teljesiilését. Ezzel lenne teljes annak a bizonyitasa, hogy a kéttaga szimmetrikus
egyenl6tlenség teljesiilése is elegends ahhoz, hogy a fiiggvény konvexségére kovetkeztethessiink. Bar ennek a részleteibe
nem fogunk most belemenni, a tételt mégis fel fogjuk hasznalni.

Nyilvanvaloan ugyanezen az tton bizonyithatjuk azt is, hogy egy G (z1,...,z,) tobbvaltozos fiiggvény akkor és
csakis akkor konkév, ha barmely két (x1,...,2,) és (y1,...,Yn) ,pontra”.
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Hasonl6 egyenlGtlenségekkel jellemezhetSk a tagabb értelemben konvex és tagabb értelemben konkav fiiggvények is.



