A IV. kdzleményben emlitettiink a konvexségre jellemzé néhany tjabb geometriai tulajdonsagot. Igy egy f(x)
fliggvény gorbéje konvex, egy szakaszon, ha e szakasz barmely harom novekvs abszcisszék szerint kovetkezd Py, Ps,
Ps pontjara fennéll, a kdvetkezé tulajdonsagok barmelyike:

a) hogy a P P, har a P, P; har alatt van,

b) hogy a P, P; hur a P; P3 hur alatt van,

¢) hogy a P, P, hur meghosszabbitasa a P»Ps huar ala fut.
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Fejezziik ki e tulajdonsagokat az algebra nyelvén. Ha két egyenesnek egy pontja kozos, akkor egy nagyobb abszcissza-
értéknél az van magasabban, egy kisebb abszcissza-értéknél pedig az van mélyebben, amelyiknek a meredeksége na-
gyobb. Az f(x) gorbe £ és £ abszcisszaju pontok kozti hirjanak a meredeksége pedig

f(&) = 1(©)
&-¢

Igy ha a harom pont abszcisszii x1, o, T3, akkor a fenti tulajdonsagokat rendre az

flxa) = f(z1)  flxz) = f(21)

) T2 — T < r3—x1

(b) fxs) = f(z1) _ f(wg)—f(w2)7
T3 — X1 3 — T2

(c) fz2) — f(z1) < f(xs) — flz2)

T2 — I1 T3 — T2

egyenl6tlenségek fejezik ki. Mindegyik egyenlGséget atszorozhatjuk a nevezfk szorzataval, mert feltétel szerint z; <
Z9 < x3 és igy mindegyik nevezs pozitiv. Ha még a kapott egyenl6tlenséget nullara redukaljuk és f(z1), f(x2), f(x3)-at
roviden y1, y2, ys-mal jeloljiik, akkor mindharom egyenlGtlenséghdl az

(t) r1(y2 —y3) + 22(y3 — y1) +x3(y1 —y2) >0

egyenl6tlenséghez jutunk és ez vissza is alakithat6 a harom egyenl6tlenség barmelyikévé. A (t) egyenlGtlenség baloldalan
allo kifejezés a Py Py P3 haromszog kétszeres teriiletének kifejezése koordinatak segitségével. Igy a kapott egyenlGtlenség
szerint a harom pont nem sorakozhat egy egyenesen, s6t azt is tudjuk, hogy ha a teriiletet pozitiv elGjellel adja a
képlet, akkor a P;, P5, Ps csicsok az Ora jarasaval ellenkezd koriiljaras sorrendjében kovetkeznek. Ez a geometriai
tulajdonsag tekinthetd a konvexség tjabb geometriai jellemzésének is, amib6l kénnyen kovetkeznek az (a), (b) és (c)
tulajdonsagok. Konnyt latni, hogy ez a geometriai tulajdonsag tartalmazza a kéttagi stulyozott Jensen-egyenlGtlenséget
is, amit eredetileg a konvexség jellemzésére hasznaltunk. Utobbit ugy kaptuk, hogy az algebra nyelvére forditottuk a
kovetkezo tulajdonsagot: a P, pont a Py Py hur alatt van. Mivel a2 az (z1, z3) szakaszt (x2 — x1) : (x3 — x2) ardnyban
osztja, igy a P Ps hur x4 abszcisszaju pontja ugyanilyen ardnyban osztja a hurt, tehat ordinataja

(z3 — x2) f(21) + (22 — 71) f(73)

T3 — 1

s igy a mondott tulajdonsagot az

(x3 — 22) f(21) + (32 — 71) f(23)

T3 — T1

G) fla2) <

egyenlGtlenség fejezi ki.

T3 — T To— T
Ha itt egyrészt 3 2 = q, 2 ! = g2-t irunk, tehat ¢1 + g2 = 1 és xo helyébe a vele azonos qi1z1 + gax3

I3 —T1 I3 —T1
értéket, (ami azt fejezi ki, hogy xo az (x1, x3) szakaszt ¢2 : 1 = (z2 — x1) : (23 — x2) ardnyban osztja), akkor

megkapjuk a Jensen-egyenl6tlenséget. Mésrészt viszont a (j) egyenlStlenség is atalakithato a (t) egyenl6tlenségge,
csupa olyan lépésekben, melyek ellenkezs irdnyban is elvégezhetsk, vagyis a (t) egyenltlenség atalakithatd a Jensen-
egyenlGtlenséggé is és viszont. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az (a), (b), (c) egyenlStlenségek mindegyike (és a (t) is)
kovetkezik a Jensen-egyenlStlenségbdl és megforditva utobbi is ezek barmelyikébdl.



