A bebizonyitandé allitas
o< va? 4+ b + ¢?
6
A feladat értelmében a beirt kor sugara és a haromszog oldalai kozott kell kapcesolatot keresniink. A kérdéses sugar
a haromszog teriiletével fejezhets ki egyszerten (s a fél keriilet jele)
t
0= -
s

a teriiletet pedig Heron képlete fejezi ki az oldalakkal
t=1/s(s —a)(s — b)(s — c).
A behelyettesitések utan allitasunk ilyen alakot olt

Vs(s—a)(s—b)(b—c) < Va2 + b2 + 2
S - 6 '

Emeljiik mindkét oldalt négyzetre és rendezziik az egyenlGtlenséget:
(1) 36(s —a)(s — b)(s — ¢) < s(a® + b* + ¢?).
Meg kellene becsiilniink az (s —a)(s—b)(s —c) szorzatot. Két szamrol tudjuk, hogy azok mértani kozéparanyosa kisebb,

vagy egyenls, mint szamtani kozepik. | \/pq < p_2q> Héarom pozitiv p, g, r szdmra hasonl6 szerkezet( Osszefiiggés

all fenn:

pt+tq+r

3
Sp-q-r< — illetsleg pgr < M
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E tétel szerint 5
(s—a+s—b+s—c)

27 ’
ahol a jobboldali szamlalo értéke éppen s®. Eszerint (1) helyett elég bebizonyitani, hogy

(s—a)(s—=b)(s—c) <

3653

< 52+ + )
5 < s(a® 4+ b+ ¢)

s-sel végigosztva és a tortet egyszertsitve

4 2
% <a+ b+, azaz (25)° < 3(a® 4+ 0% + 2),

ami s értékének visszahelyettesitése és az oldalak felcserélése utan igy irhato:
3@+ 02 +c) > (a+b+e)

A jobboldalt tagokra bontva és rendezve a

2a” + 2b% + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca > 0
egyenl6tlenséghez jutunk, amit végiil a kdvetkezd alakira hozhatunk

(a—b)2+(b—c)+(c—a)’>0.

Ennek helyessége nyilvanvalo. Legutolso allitdsunk, éppen igy minden kdzbeess is magaban foglalja a megel&z6 érvé-
nyességét, az (1) helyességébdl is kovetkezik az el6z6 nyilvanvaléan pozitiv négyzetgyokokre vonatkozé allitas, tehat

tétellinket bebizonyitottuk.
Egyenl6ség akkor és csakis akkor all fenn, ha a =b =c.

Mas becslés felhaszndldasdval oldotta meg: David P.

IL:Z—FT = n jeloléssel p = n 4+ u1, ¢ = n + u2, r = n + uz, ahol u; + u2 + uz = 0, tehat ha nem mindhdrom w nulla, akkor van
koztiik pozitiv is, negativ is. Feltehetjiik, hogy u1 < 0 < ua. Ekkor pgr = (n+u1)(n+u2)(n +u3) = (n2 + (u1 + uz)n + uruz) (n+us) <

(n? —ugn)(n +us) = n(n? — u3) < n3. (Elhagytuk a negativ ujuz majd —u?2 tagot.)



