Probaljuk meg az az® +ba? + cx +d = 0 egyenlet bal oldalét r(z + s)* —t(z + u)* alakban frni. Ekkor egy harmadik
gyokvonassal elséfoku egyenletre jutunk. Ez az emlitett feladatban szereplé egyenletrendszerre vezet: r — ¢ = a,
b
rs —tu = 3 rs? —tu? = g, rs? — tu® = d. Az ott hasznalt modszerrel kapjuk, hogy s és v az X2 — AX + B = 0,
egyenlet két gyoke, ahol

A:bc—9ad B ¢ —3bd

b2 — 3ac’ b2 — dac’
b b
(s—u)r:§—au:C, (s—u)t:§—as:D.

Ezek felhasznélasaval egyenletiink igy irhato: r(z + s)° = t(x 4+ u)®, tehat ¢/7(z + s) = oVt(x + u), ahol p egy olyan

1 3
szamot jelent, melynek kobe 1, vagyis a 0®> —1 = (0*+0+1)(0—1) = 0 egyenlet valamelyik gyckeét, tehat o1 = — B —i%,
1 3
02 = —5 + \/7_, o3 = 1. Ezeket a mennyiségeket harmadik egységgyoknek nevezziik. Figyeljiik meg, hogy

0i=02 03=01, 01+o=0+0=0+0=-1
Egyenletiink megoldésai tehat:

Qu\?’/f—sgr
3527\/_ ahol o1, 02, vagy os.

r—ovit
o mindharom értéke mellett igaz a kovetkezd azonossag:

a® — b® = (a® + pab + 0°b*)(a — ob).
Ezt felhasznalva el6z6 egyenleteink szerint:

(ou/t — s/7) (Vr2 + o¥/rt + 0*V12)

t—r
_tu—sr+ o(u — S)VT2 + 0% (u — s)Vrt? B
— — —

3 2

3_ba + gi/—[(s—u)r]z(s—u)t—l— %i/—(s—u)r[(s—u)t} =

b 2
- 2 %/ c2p+ L/ cpe
3a  a a

Attekinthetetlenné valna a formula, ha C-t és D-t kifejeznénk a, b, ¢, d-vel, célszerd ezért elGszor az egyenletet
lehetGleg egyszertsiteni. ElGszor is oszthatunk a-val, de ezen kiviil ki is kiiszobolhetjiik pl. a masodfoku tagot = + a
helyett 4j valtozot vezetve be és a-t alkalmasan vélasztva. Az atrendezett egyenlet méasodfoki tagjanak egyiitthatdja

b
ekkor — — 3a, tehat a = —-nak valaszhato. Ezeket az atalakitasokat elvégezve ilyen alaki egyenlethez jutunk: =3 +

a a
pr + g = 0. Elég tehat az ilyen alakt egyenletek megoldéasat felirni. Ekkor a, b, ¢, d helyébe 1, 0, p, ¢ keriil, tehat

3 3 3¢\°
A:_an:_£7u75:+_q:|: _q +B,O:_U,D:—S,tehat
p 3 2p 2p 3

T = Qi‘/—gu—l—f\e‘/—gsz
o @ ) T

Ezt a formulat nevezik CARDANO-féle formulanak.

Megjegyzés: A 91 b feladatra Voros Miklos ,nem™mel vélaszol és be is bizonyitja igazat, marmint azt, hogy nem
bonthatdé fel a kifejezés két olyan elséfoka kifejezés kdbére, melyben minden egyiitthaté raciondlis. A 92. feladatnal
Kovari Tamas 4llitja azt, hogyha (a fenti jelolésekkel) A% — 4B < 0, akkor nem oldhat6é meg a harmadfoki egyenlet,
mert nem sikeriil a két kdbre bontés. Neki is igaza van, mert valoban nem sikeriil a felbontas valds egyiitthatos kifeje-
zések kobére. Mindkét megjegyzés arra mutat, hogy a feladat hidnyosan van megfogalmazva. Minden ilyen felbontési
kérdésnél meg kell azt is mondani, hogy a keresett kifejezések egyiitthatoi milyen fajta szamok lehetnek. Ha erre
kiiloén utalas nincs, akkor altaldban tgy szoktuk érteni a feladatot — ebben allapodjunk is meg a tovabbiakra —, hogy
egyiitthatoul barmely valos, vagy komplexr szdm szerepelhet. Ezt indokolja az pl. hogy éppen ha egyenletet akarunk



megoldani, akkor mar masodfoktunal komplexek lehetnek a gyokok, ha valésak voltak is az egyiitthatok, tehat valahol
bele kell jonnie komplex szamoknak szdmitasainkba.

Harmadfoku egyenletnél még meglepébb a helyzet. o és 0® a harom lehetséges érték koziil kettére konjugalt komplex
szampar. A formula harom valos eredményt csak tgy adhat, ha vagy mind a kett6 ugyanazzal a valos szdmmal van
megszorozva (ebben az esetben a két gyok egyenld), kiilénben csak, ha g és 0? egyiitthatoi konjugalt komplexek, tehat
épp az A? — 4B < 0 esetben. Azt is meg lehet mutatni, hogy nem is lehet alapmiiveletek és gyokvonéasok segitségével
olyan formulat talalni, mellyel mindig megkapnank a harom gyokot, mégpedig ha mind a harom valés, akkor csupa
valos szammal szamolva. Harom kiilonb6z6 valos gyokid egyenletet pedig konnyt felirni, pl. (x — 1)(z — 2)(x — 3) = 0.
Ha itt beszoroztok és a fenti moédon szamitjatok ki a gyokoket, azokban nehezen ismernétek ra az 1, 2, 3 szamokra.

Sokszor még akkor sem konnyt latni a formuldbodl, hogy mennyi is az x, hogyha egy valds gyokst kapunk valos
alakban. Szamitsuk ki pl. az (z —1)(z? + 2 +4) = 2%+ 32 — 4 = 0 egyenlet valés gyokét, azutan probaljuk megmutatni,
hogy az 1. (A szorzatalakban a vak is latja, hogy a valés gyok x = 1; a masik két gyok komplex szam.

De van egy harmadik nagy hibaja is a megoldasi formulanak, t. i. nem talalhaté minden egyenlethez. Negyedfoku-
hoz még van. Aki nagyon iigyes koztetek, az vissza is tudja vezetni a harmadfoktéra hasonlé moédon, mint fentebb a
harmadfoktét meg a méasodfoki egyenlet megoldasara vezettiik vissza. Bebizonyitottdk azonban, hogy 6t6d- és maga-
sabb foku egyenletre nincs olyan altalanos megoldasi formula, mely az egyiitthatokbol véges szami alapmivelettel és
gyokvonéssal adnd meg a megoldast.

A gyakorlatban egész egyiitthatos egyenleteknek meg lehet keresni az esetleges egész és raciondlis gyokeit, a tobbit
meg kozelits eljarasokkal szoktak a szlikséges pontossaggal kiszamitani.

Szerk.



