Olyan torottvonal 1étezését bizonyitjuk, amelyik nem zaréddik. Vilagos, hogy nem valtoztat a feladaton, ha azt
tessziik fel, hogy legaldbb 2kn + 1 4tl6 van berajzolva.

A feladat allitdsat k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. & = 0 esetén 1 atlo van berajzolva, és ez megfelel a
feltételnek.

Tegyiik most fel, hogy adott (elegend6 nagy) n esetén az n-oldala sokszogekre k-nak valamilyen j értékével igaz
az &llitas, és egy n-szOgben 2(j + 1)n + 1 4tlé6 van berajzolva. Ekkor az olyan csticsokndl (ha vannak), amelyekbdl
egy berajzolt atl6 indul, hagyjuk egyel6re figyelmen kiviil ezt az atlét, amelyekbdl pedig egynél tobb atlé indul, ott a
hozza a két oldalon legkozelebbi csticshoz vezetd atlot. Ezzel legfeljebb 2n atlot hagyunk el. Ekkor legalabb 2j5n + 1
berajzolt 4tl6 marad meg, tehat kivalaszthato koziilik egy 27 + 1 4tlobol allé tordttvonal. Jeloljiik ebben az els6 és
utolsoé atlot AQAl, illetve Angsz—gyel.

A tordttvonal az AgA;, illetSleg az AzjAsji1 egyenesek egyik oldalara esik, hiszen nem megy 4t egy ponton
egynél tobbszor, és a sokszog konvex. Miutan maradt még a végpontokbdl induld, behuzott atld, igy azokban két-két
atlot hagytunk figyelmen kiviil. Ekkor azonban hozzacsatolhatjuk mindegyik végponthoz azt az eddig figyelmen kiviil
hagyott atlot, amelyik a széls§ szakasz egyenesének a maésik oldalara esik, mint a térottvonal. Ezzel 2(5 + 1) + 1
szakaszbol all6 torottvonalat kapunk. A bizonyitando allitas helyessége tehat 6roklsdik 2(5 + 1)n + 1 4tlo berajzolasa
esetére is, igy minden k-ra igaz.

A feladat masodik allitaséra térve az altaldnossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a sokszog szabalyos. A
konnyebb targyalasmod kedvéért mondjunk egy atlét h hosszusagunak, ha az egyik oldalara a sokszognek h olda-
la esik, a masikra ennyi vagy ennél tobb. Megjegyezziik, hogy egy n oldald sokszégbe akkor rajzolhat6 be nk atlo, ha
paratlan n esetén n > 2k 4 3, paros n esetén pedig n > 2k + 4.

Belatjuk, hogy az allitas igazolasara alkalmas a kovetkezs konstrukcid: paratlan n esetén minden csticsb6l meghtiz-
zuk a k leghosszabb 4atlot, paros n esetén pedig a k leghosszabb atlot a ,legesleghosszabb” (a szemkozti csticsokhoz
vezetd) kivételével. Igy minden cstcs 2k 4tlo végpontja, tehat 2kn atlovégpont, azaz kn 4tlo jon létre.

Tegyiik fel, hogy kivalaszthato r szakaszbol allo, AgA;...A,_1 A, nyilt térottvonal, amelyik egy ponton sem
megy at egynél tobbszor. Az AgA; egyenes hatarolta egyik félsikba esik az egész torottvonal, igy nem mehet at a
tordttvonal az ellenkezd oldalra esé félsik belsejében levs sokszogesticsokon, és ugyanez mondhato az A, 1 A, egyenesrdl
is (4. dbra). Ez a két 4t16 nem metszi egymast, igy az A, csicsok a sokszog keriiletének az egyeneseik kozti két szakaszan
helyezkednek el.

Ha n paratlan, n = 2m+1, akkor a kizart sokszogcsicsok szama legalabb 2(m — k), a tor6ttvonalak szama legfeljebb
n—2(m — k) =2k + 1, és igy a térottvonal r < 2k szakaszbol 4ll.

Ha az oldalszam paros, n = 2m, akkor a berajzolt leghosszabb atl6 hossza m — 1, a legrovidebbé m — k. A fenti
gondolatmenettel ezért csak r < 2k + 1 adddik, igy gondosabban szemiigyre kell venni a konstrukciot.

Ha valamelyik iven van két szomszédos csics, akkor az ezeken atmend egyenesnek a masik oldalan, mint amelyiken
a masik iv van, nem lehet cstcsa a torottvonalnak. Ekkor

r+1<n-3(m-—k—1), vagyis r<2k+(k+2-m) <2k

az elérebocsatott megjegyzés szerint.

Ha viszont a csucsok felvaltva a két iven vannak (a tordttvonal ,cikkcakkban” halad), és pl. az AgA; egyenesnek
a torottvonalat nem tartalmazé oldalara a sokszog keriiletének a felénél nagyobb része, tehét legalabb m cstcsa esik,
akkor a torottvonal csicsainak szama legfeljebb k + 1, mivel az A,_1 A, egyenesnek a toréttvonalat nem tartalmazoéd
oldalan legalabb m — k — 1 cstcs van (5. dbra).

Ha a sokszog kozéppontja a két atlo egyenese kozt, tehat valamelyik A; 1 A;A;11 haromszogben van (6. dbra),
akkor az A;-vel szemkozti sokszogesiucs nem lehet a térottvonal csicsa, igy a torottvonalnak legfeljebb

2m—2m—-k—-1)—1=2k+1
csucsa lehet, s igy legfeljebb 2k atlobol allhat.

Megjegyzés. A gondolatmenet pontosabb elemzésével belathatd, hogy zart torottvonalat is megengedve az eljaras
csak hatszog és k = 1 esetén enged meg 3 (= 2k + 1) hosszisagu torottvonalat, ekkor azonban a 7. dbrdn lathato
ellenpélda szolgaltat megoldést.

S
Y
o




%Qx@%

Aipl

A




