I. megoldas. Jeloljiik az atlok metszéspontjat E-vel, az AB, BC, CD, DA, AE, EC, BE, ED szakaszok hosszat
rendre a, b, ¢, d, e1, e, f1, fa-vel (1. dbra). Ekkor azt kell igazolnunk, hogy bd > ac.

Mivel minden tényezs pozitiv, azért ez egyenértéki annak igazolasaval, hogy b?d? > a®c.

Mindegyik tényezs egy-egy derékszogi haromszog atfogoja. Ezeket Pitagorasz tétele alapjan kifejezve az

(€3 + /1) (e + f3) = (e + f7) (3 + f2)
egyenl6tlenséget kell igazolnunk, vagy atrendezve a kovetkezét:
(ef —e3) (ff = f3) > 0.
Ez viszont igaz, mert az AEB és a CED haromszogek hasonlok, igy
e1r>ex € fi>fo vagy e1<e & fi<fo

Egyenl6ség akkor all fenn, ha a két haromszog egybevago, azaz az atlok felezik egymast, tehat a trapéz para-
lelogramma, mivel pedig az atléi merdlegesek, igy rombusz. Ekkor az oldalak egyenl6k, s igy a két szorzat val6ban
egyenld.

II. megoldas. Ismeretes — és a Pitagorasz-tétel négyszeri alkalmazasaval konnyen belathato — hogy egy négyszog
atloi akkor és csak akkor merdlegesek, ha a szemkozti oldalparok négyzetének az Gsszege egyenls. Az el6z6 megoldés
jeloléseit hasznélva fennall tehat a kovetkezs egyenlGség:

bV +d?=a®+
Atrendezve és teljes négyzetté kiegészitve ebbél az

(1) (b+d)? — (a+c)? =2(db — ac)

egyenlGség adodik. Azt kell tehiat megmutatnunk, hogy a bal oldal nemnegativ. Ehhez kiegészitjiik az abrat. Hosszab-
bitsuk meg a BA oldalt A-n tal az AF = c szakasszal, tovabba jeloljiik C' tiikérképét E-re G-vel (2. dbra). Ekkor
ACDF paralelogramma, a BCDG deltoidban pedig BG = b és GD = c¢. Igy AGDF szimmetrikus trapéz, tehat
GF =d.

A BGF héaromszogb6l a haromszogegyenlStlenség szerint

b+d>a+e,

tehat (1) bal oldala valoban nemnegativ. Egyenldség akkor all fenn, ha G A-ba esik, vagyis a trapéz atloi felezik
egymast, tovabba feltétel szerint merélegesek, tehat a négyszog rombusz.

III. megoldas. Huzzunk parhuzamosokat a trapéz cstcsain at az atlokkal. Ezek egy PQRS téglalapot hatarolnak,
amit az atlok résztéglalapokra osztanak, igy PE = a, QF = b, RE = ¢, SE = d (3. dbra). Az ABE és CDE
haromszogek hasonlok, igy az APBE és a CRDE téglalapok is, tehat a PE és az ER atlo egy egyenesbe esik, egyiitt
a nagy téglalap atlojat alkotjak.

Az abran ac eszerint ugy jelenik meg, mint a téglalap koré irt kor atmérdje két szeletének szorzata. Messe SE a
koért masodszor az S’ pontban. Tudjuk, hogy ekkor

ac=SE-ES =d-ES’.

Azt kell tehat belatnunk, hogy ES’ < b.
Feltehetjiik, hogy a > c. Ekkor a kér O kozéppontja a PE szakaszra esik. A QOS’ haromszog egyenls szard.
Alapjanak a felezd merdlegese O-n megy keresztiil, tehat az OR szakaszra es E pontra

ES' < EQ =b,

és ezt kellett belatnunk. Ismét lathato, hogy akkor all fenn egyenléség, ha O és E egybeesik, amikor is a trapéz rombusz.







