A pontokat A-bol hozzajuk mutatoé helyvektoraikkal jellemezziik. zﬁ = b,‘ ﬁ = d. Ezek nem parhuzamosak,
tehat a sik vektorai felirhatok egyértelmtien ezek szamszorosainak 0sszegeként. Igy

AC = ¢ = b+ 6d

alkalmas (3, § szamokkal.
Mivel E az AB és a CD egyenesen van, F az AD és a BC egyenesen, igy

e=AE=cb=Ad+(1-Nec=(1-NBb+((1-N5+Nd,f=AF=od=pb+(1—pu)c=((1—pu)b+u)b+(1—psd.

Itt A és p nem lehet sem 0 sem 1, mert E kiilonbozik C-t6l és D-t6l, F' pedig B-t6l és C-t6l, kiilonben A, C' és D,
illetSleg A, B és C egy egyenesen volna. Az elGallitasok egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy

A Iz
e=(1-Xp, 5—m7 ¢ =(1—p)d, B_E’
amibdl
o (=Mu _AM-p)
w—1" A—1
Ezeket felhasznalva
7 A (I =M AL —p)
(1) =Pty T TP A1

Egy p helyvektora P pont akkor van az egyes korokon, ha a beldle a megfelel§ atmérd végpontjaihoz mutatod
vektorok merdélegesek, azaz 0 a skalaris szorzatulfl. A feladatban szerepl6 korok ezért igy jellemezhetd

(1=X

A1 —

A
p(p—c)=p°— ——pb - pd=0,(p—b)(p—d)=p’~pb—pd+bd=0,(p—e)p—f)=p° -
w—1 A—1 w—1
Jeloljiik a bal oldalakat Kac, Kpp, Kgr-fel. A feladatot megoldottuk, ha sikeriil olyan 0-t6l kiilonb6z6 «, v, n
szamokat talalnunk, amelyekre azonosan teljesiil, hogy

(2) aKac +vKpp +nKgr =0,

mert ekkor, ha egy P pontra valamelyik két kifejezés 0, akkor a harmadik is, tehat ha P valamelyik két koron rajta
van, akkor a harmadikon is.

K 4c-ben nem szerepel bd-s tag, igy barmi is az a, a méasodik kifejezés Au-szoroséhez a harmadik —1-szeresét adva
az Osszegben ilyen tag nem fog szerepelni. Az Gsszeghez az elsé kifejezés (1 — Ap)-szorosét adva p? sem fog szerepelni
az Osszegben. Tehat az o = 1 — A\, v = A\, 1 = —1 valasztassal a p2-es és a bd-s tagok kiesnek, tovabba a —bp és a
—dp egyiitthatoja (2) bal oldalan

0 p 0
1— ) —l-N)—t—=Lr_n- —1)-1 =0;
( /\u)u_lﬂ%u ( /\)M 1 u—l( A4 A(p—1) =14 A) = 0;

illetGleg
(I1-2AX )L+)\ -(1- )L*L(l—/\ +uA=1)—14u)=0
PN S N T pn Hy ="
K s¢ szorzbja, a = 0 lehetne, ha Ay = 1 volna, de ez sem lehetséges. Ha ugyanis ez allna fenn, akkor ¢ (1)-beli
elallitasaban a masodik tortet A-val egyszerisitve azt kapnank, hogy
c=—t b+ ! d a, d=pb+(1-p)c)
BT R vagy =p ne).
Ez azt jelentené, hogy D egybeesnék E-vel, és igy egy egyenesen lenne B-vel és C-vel a feladat feltételével ellentétben.
Ezzel a feladat allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A feladatot vektorszamitassal megoldd versenyzdk tobbnyire azt szamoltak ki, hogy ha egy P
pontra két egyenlet teljesiil, akkor a harmadik is. Ekkor vagy harom esetet kell kiilon-kiilon végigszamolni, vagy az
igényel kiilon magyarazatot, hogy miért szimmetrikus a harom kor szerepe.

2. A feladat megoldhaté projektiv geometriai ismeretek alapjan idd. Egy ilyen megoldasnak csak roviden vazoljuk a
menetét. Ha R, S, T', U egy egyenes négy kiillonb6z8 pontja, akkor az RT/T'S aranyt, ezt pozitivnak tekintve, ha a két

3Vektorokra vonatkozoan lasd pl. Hajos Gy., Neukomm Gy,. Suranyi J.: Matematikai Versenytételek I1. rész (Tank6nyvkiado, Budapest,
1988) 37-47. old.; kiilénisen e) pont, 43—44. old.

4A bizonyitas nélkiil felhasznalandé ismeretekre vonatkozoan Hajos Gy. Bevezetés a geometridba c. konyvére fogunk utalni (Tankonyv-
kiado, Budapest, 1960). A projektiv geometria egy minimélis feltételekre alapozott (a tavolsag, szog, folytonossag fogalméat nem hasznald)
felépitésére vonatkozoan lasd pl. a kovetkezd miivet: H. S. M. Coxeter: Projektviv geometria, Gondolat, Budapest, 1986.
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szakasz egyirdnyu, negativnak, ha ellentétes iranyt, a harom pont osztoviszonyanak nevezziik, és (RST)-vel jeloljiik.
Az (RST)/(RSU) arany a négy pont kettGsviszonya, jelolése (RSTU). Ez akkor negativ, ha az R, S és a T, U pontpar
elvalasztja egymast.

Ha a kettGsviszony értéke —1, akkor azt mondjuk, hogy a négy pont harmonikus pontnégyes, illetéleg R, S és T,
U harmonikusan valasztja el egymast].

A feladat betiizését hasznélva jeloljik a BD és FF, EF és AC, illet6leg AC és BD metszéspontjat rendre X,
Y, Z-vel, ha létrejonnek (5. dbra). Ekkor A, C és Z, Y, tovabba D, B és X, Z, végill E, F és Y, X harmonikusan
vélasztja el egymast. Ha példaul BEF D trapéz, akkor C felezi a rajta at a parhuzamos oldalakkal parhuzamosan
huizott egyenesnek a trapézba esd szakaszat, és igy AC felezi a parhuzamos oldalakkal parhuzamosan htuizott minden
egyenesnek az AB és AD kozé es6 szakaszat, tehat BD-t és EF-et i (6. dbra). Ezekbdl kovetkezik, hogy pl. az AC
atmeérdji korben AZ/AY = CZ/CY, s igy a kor az ehhez az ardnyhoz tartozo Apolléniosz-kéil.

Ezutan az XY Z haromszog oldalait a C', D, E pontokban metszé egyenesre Menelaos tételét alkalmazzulfl. Eszerint,
a haromszog oldalegyeneseit a haromszog valamelyik iranyd korbejarasa szerint irdnyitva

(YZC)(ZXD)(XYE) = —1.

Ebbél az adodik, hogy ha két kor metszi egymast, akkor a rajuk vonatkozo tavolsdgaranyok szorzata a harmadik korre
vontkoz6 ardnyt adja, vagyis a metszésponton a harmadik kor is a&tmegy.

Ha pl. EF és BD parhuzamos, akkor Y az EF felez6pontja, Z a BD szakaszé, és hasonlé haromszogek felhaszné-
lasaval fejezhetd be az el6z6hoz hasonléan a bizonyitas.

3. A feladat &llitasat tartalmazza H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer Az ujra felfedezett geometria cimen megjelent
konyvének 2.4.7 tételdd.

SHajos idézett mive (a tovabbiakban 1. m.) 460. old.
61. m. 462-463. old.

1. m. 124. old.

81. m. 357. old.

9Gondolat Kiado, 1977., 70. old.






