El6rebocsatunk egy megjegyzést. Elég olyan polinomokra szoritkozni, amelyekben minden valtozo legfeljebb els6
hatvanyon szerepel. Ha ugyanis minden paros hatvanyon szerepld valtozot 1-gyel, a paratlan hatvanyon szereplSket
pedig a valtozoé elsé hatvanyaval helyettesitjiik, ezzel a polinom foka nem noévekszik, a feladatban megadott tulajdon-
sdga pedig nyilvanval6an megmarad, és ezen az sem valtoztat, ha a médositas utdn osszevonhato tagokat 6sszevonjuk.
Ha pedig a modositott polinom legalabb n-edfoki, akkor az eredeti is. A tovabbiakban polinomon mindig a mondott
modon egyszerisitett polinomot ertiink.

I. megoldas. Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. Egy egyvéltozos polinom az + b alaku. Feltétel szerint
a+b>0, —a+b<0, azaz a—b>0,

tehét
2a > 0, a>0.

A polinom tehat elséfoku. (Az eredeti polinom legalabb elséfoku.)
Tegyiik fel, hogy a legfeljebb m véltozés polinomokra igaz a feladat allitasa. Egy m + 1 valtozés polinom
fl(.Il, ceey IEm) + {Em+1f2($1, N ,.Im)

alakban irhato, ahol f1 és fs legfeljebb m-véaltozos polinom. Legyen cq, ..., ¢, egy +1-ekb6l és —1-ekbdl allo sorozat.
Ha a ¢;-k kozt paros szamu —1 van, akkor z,,41-nek egyszer +1, egyszer —1 értéket adva, a feltétel szerint

fl(Cl, .. .,Cm) + fg(Cl, .. .,Cm) >0 fl(Cl, .. .,Cm) — fg(Cl, .. .,Cm) < 0.
Az utobbit igy irhatjuk:

—filcry oy em) + faler, .o oyem) >0 ésigy 2fa(er,...,cm) > 0;

ha pedig a c¢;-k kozott a —1-ek szdma pératlan, akkor

fl(cla"'ucm)+f2(017"'7cm) < 07 fl(cla"'acm) _f2(clu"'acm) > 07
tehat
—filer, ... em) + faler, o oyem) <0 ésigy 2fa(cr,...,cm) <O.

Azt kaptuk, hogy f2-nek is megvan a tételben megfogalmazott tulajdonsaga, s igy az indukcios feltétel szerint legalabb
m-edfoki, az eredeti polinom legalabb (m + 1)-edfoku. Ezzel belattuk, hogy a tétel allitasa minden n-re igaz.

II. megoldas. Indirekt aton bizonyitjuk a feladat allitdsat. Az, hogy egy polinom n-nél alacsonyabb foku, azt
jelenti, hogy nincs benne mindegyik valtozot tartalmazo tag. Tegyiik fel, hogy egy ilyen polinomra teljesiilnének a
feladat feltételei. Képezziik az Gsszes +1-ekbsl és —1-ekbdl 4llo sorozatokon vett értékeit a polinomnak, és a pozitiv
értékek U Osszegébsl vonjuk le a negativ értékek V' Osszegét. Nyilvanvaloan U — V' > 0. Nézziik meg, hogy egy
awi, T, . .. x;; tag egylitthatoja (j < n) hanyszor szerepel U-ban és hanyszor V-ben. A +1-ekbél és —1-ekbdl allo ¢,
2, ..., Cy sorozatokban, rogzitve ¢;,, ci,, ..., ¢;; értékét, ha

Ci1Ciy - - . Cj; = 1,

akkor a annyiszor szerepel U-ban, ahanyféleképpen a tobbi c-k kozt paros szamu —1 fordulhat el§. Ez a szam

- (”gf’)+(”;j)+(";f)+...,

ahol az sszeg addig tart, amig az als6 paros szam nem nagyobb (n — j)-nél; V-ben pedig annyiszor, ahényféleképpen
a tobbi c-k koziil paratlan szamut lehet kivalasztani. Ez a szam pedig

= (7)) () e

A kiszemelt tag adaléka az U — V kiilonbséghez tehat a binomiélis tétel szerint
o n—j\y (n—Jj n—j\y (n—Jj .
a(r —s) a{( 0 ) ( 1 )—i—( 5 ) ( 3 )—l—} a(l—1) 0.

Ciy Ciy ---Cij = —1,

Ha viszont

akkor —a szerepel U-ban s-szer, V-ben pedig r-szer, igy ekkor is 0 a tag adaléka az U — V kiilonbséghez. Mivel ez az
indirekt feltevés szerint a polinom minden tagjara teljesiilne, igy ellentmondéasra jutottunk azzal, hogy ez a kiilonbség
pozitiv. A polinomban tehét szerepelnie kell az xqxs ...z, tagnak nemnulla egyiitthatoval. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

2Elmondhatok volnanak megoldasaink enélkiil az egyszertisités nélkiil is, csak a szoveg valnék sokkal bonyolultatbba.



