A bizonyitashoz el6rebocsatunk két észrevételt.

1. Egy réacsharomszog teriiletének kétszerese, példaul a koordindtageometria teriiletképletébdl lathatdan, egész
szam. Igy az 1/2 teriilett racsharomszogek nem tartalmaznak racspontot a belsejiikben, de a csticsaikon kiviil a haté-
rukon sem — azt fogjuk mondani, liresek — hiszen kiilonben fel lehetne bontani ket harom, illetgleg két racsharomszogre,
s igy kétszeres teriiletiik 1-nél nagyobb volna[l

2. Az 1/2 teriiletd derékszogi racsharomszogek befogoinak a hossza 1, és a befogok parhuzamosak a koordi-
natatengelyekkel, mert egyrészt a szorzatuk a haromszog kétszeres teriiletét adja, méasrészt két racspont tavolsaga
nagyobb mint 1, kivéve, ha egyik koordinatajuk megegyezik, a masik pedig 1-gyel kiilonbozik. Ez azonnal kdvetkezik
a Pitagorasz-tételbdl.

A feladat allitasdnak bizonyitdsahoz elGszor egyes haromszogeket kisebb keriilettivel helyettesitiink, de ugy, hogy
fél négyzet (1/2 teriilett derékszogt racsharomszog) ne keletkezzék. Ehhez azt vegyiik észre, hogy ha két kozos oldalu,
tires racsharomszog egylitt konvex négyszoget alkot, akkor ez paralelogramma (1. dbra). Valoban, az ilyen négyszog
teriilete 1/2 + 1/2 = 1, mindkét atlo két — legalabb, tehat pontosan 1/2 teriiletti racsharomszogre bontja, teriiletét
felezi, ami azt jelenti, hogy a négyszog paralelogramma. Ha ennek az atl6i egyenl6k volnanak, akkor a négyszog téglalap
volna. Igy az eredeti két haromszog, mivel teriiletiik 1/2, fél négyzet. A fél négyzeteket azonban nem véltoztatjuk meg.

Nem valtoztatjuk meg azokat a haromszogeket sem, amelyekbdl a leirt modon két fél négyzet keletkeznék, vagyis
a keletkez6 paralelogramma rovidebb atloja merGleges az egyik parhuzamos oldalparra. Az ilyen paralelogramma
keletkeztethetd egy fél négyzethdl ugy, hogy azt az egyik befogd kozéppontjara tiikrozzik (2. dbra). Ekkor a hosszabb
4t16 hossza /5. Nevezziik a tovabbiakban az ilyen paralelogrammakat rovidnek.

Ha van a haromszdgoldalak kozt v/5-nél hosszabb, akkor egy maximalis hosszusagu oldalra tamaszkodo két hé-
romszogre alkalmazhatjuk a leirt eljarast, mert a haromszogekben ezen az oldalon hegyesszog van, mivel a legnagyobb
sz0g a legnagyobb oldallal van szemben. Igy a két haromszog egyiitt konvex négyszoget alkot. Mivel az el6forduld
legnagyobb racstavolsagbol indultunk ki, és a két atlé nem egyenlS hosszi, igy a masik 4tl6 meghizasaval kisebb
keriileti haromszdgeket kapunk.

Az eljaras véges sok lépésben befejezddik, mert az oldalhosszak négyzete pozitiv egész szam, és nem nagyobb a
téglalap atlojanal, tovabba mindegyik csak véges sokszor léphet fel. Elég tehat a feladat allitasat olyan téglalapokra
belatni, amelyek fél négyzetekre és rovid paralelogrammaékra vannak felbontva.

Vegyiik a téglalap egyik oldalanak két szomszédos racspont kozti szakaszat és a felbontésnak azt a sokszogét,
amelyiknek ez az egyik oldala. Ha ez haromszog, akkor megallunk, ha révid paralelogramma, akkor ennek a tengellyel
parhuzamos masik oldalara tdmaszkodd sokszoget vessziik. Az eljarast addig folytatjuk, amig haromszoghoz vagy
a téglalapnak a kiindulési oldalaval szemkozti oldaldhoz nem ériink. Az elsé esetben a haromszog egyik befogoja a
téglalap kiindulasi oldalaval parhuzamos, igy a haromszognek nem lehet kozos oldala a téglalap parhuzamos oldaléval.

A miésodik esetben a téglalapnak a kiindulasi oldallal szomszédos oldalatol indulva ki egy egységnyi szakaszbol
ugyanez az eset csak ugy léphetne fel, ha a két sokszogsorozatnak volna kozos rovid paralelogrammaja. Ez azonban
nem lehetséges, mert az egyik és a masik sorozat révid paralelogrammainak a koordindtatengellyel parhuzamos oldala
egymasra meréleges (3. dbra).

A leirt eljaras tehat minden esetben legalabb kétszer annyi derékszogi iires racsharomszoget szolgaltat, mint a
téglalap valamelyik oldalanak a hossza. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.
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!Bar a megoldas soran nem lesz ra sziikség, megjegyezziik, hogy ennek az allitasnak igaz a megforditasa is: minden iires haromszgnek

1/2 a teriilete. Ld. idevonatkozoan: Hajos Gy., Neukomm Gy., Suranyi J.: Matematikai Versenytételek 11. rész (Tankonyvkiado, Budapest
1988) 107-117. oldal.







