I. megoldas. Tekintsiink egy ABCD paralelogrammét, amelyikben AB és BC hossza a, illetsleg Aa (A > 1), az
atlok metszéspontja és a BC' oldal felez6pontja E, illetsleg F'. Ekkor E egyben az atlok kozos felez6pontja is, igy E'F

az AB-vel parhuzamos kozépvonal fele, hossza 50 A szoba jovs E pontok tehat az F' kozéppontu, 3¢ sugard kg kor

pontjai, kivéve a BC' egyenessel vald két metszéspontot, amelyek a kor atellenes pontjai. Szimmetria okokbol elég a
BC egyenes egyik oldalan levs felkort vizsgalni (1. dbra).

A kor atmérdje a BC szakasz része. Az atlok szoge a BC' szakasz latoszoge E-bdl, tehat tompaszog (hiszen az
atmeérs latoszoge derékszog). Ennek az « szognek a lehetd legkisebb értékét kell tehat meghataroznunk.

Belatjuk, hogy « értéke a félkor Ey felezGpontjara a legkisebb. A BC' Ey haromszog koré irt ko kort beliilr6l érinti
kg, mert mindkét kor kdzéppontja a BC-re F-ben emelt merdlegesen van, és kg dtmérGje a BC' szakasz része. A DE
és ko metszéspontjit G-vel jelolve

CEB< =CGB<+ GCE« > CGB< = CEyB«,

amint allitottuk.

A keresett legnagyobb hegyesszog, ¢o ennek a szognek mellékszoge, és mivel a BC Ey haromszog egyenls szard, az
EyBF < kétszeresével egyenld, tehat példaul igy fejezhet6 ki A\-val a BEyF derékszogl haromszoghdl:
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ahol az arkusz-fliggvény 0° és 90° kozé es6 értékét kell venni.

Megjegyzés. A feladat szovege feltételezte ugyan, de meggondolasaink sorén bizonyitast is nyert, hogy ezt a maxi-
malis értéket fel is veszi az atlok szoge, és azt is belattuk, hogy a téglalapban a legnagyobb ez a szog.

II. megoldas. Valasszuk mértékegységnek az AB oldal hosszat, ekkor BC hossza A. Jeloljik az atlok metszés-
pontjat (ami kozos felezSpontjuk is) E-vel, AE és E'B hosszat e-vel, illetSleg f-fel, a koztiik levs szoget ¢-vel (2. dbra).
A koszinusztételt alkalmazzuk az AEB és a BEC haromszogre.

1=e?+ f2—2efcosp, \? = e + f2 — 2ef cos(180° — ) = e? + f2 + 2ef cos .
A megfelels oldalak Gsszegét és kiilonbségét képezve
M1 =2(e + f?), A —1=4efcosp.

A maésodik egyenlGség bal oldala pozitiv, igy cos ¢ pozitiv, ¢ tehat hegyesszog.
Alkalmazzuk a masodik egyenlGségben e?-re és f%-re a mértani és szamtani kozép kozti egyenlGtlenséget, és hasz-
naljuk fel az els6 egyenlGtlenséget:
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és akkor all fenn egyenlGség, ha e = 7,

azaz ha a paralelogramma téglalap. Mivel a koszinusz-fiiggvény a (0°;90°) szamkozben a valtozd csokkend fliggve-
nye, igy a keresett legnagyobb g szogre
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CoS g =

ahol a fiiggvény 0° és 90° kozé es6 értékét kell venni.

Megjegyzés. A
cos?(ar/2) —sin®*(/2)  ctg?(e/2) — 1
cos?(a/2) +sin®(a/2)  ctg?(a/2) + 1

azonossag alapjan vilagos, hogy az eredmény megegyezik az el6z6 megoldasban nyerttel.

Cosx =

IT1. megoldas. Az AC atlot rogzitve azok a D pontok, amelyekre az AD/C' D arany egy rogzitett (1-nél nagyobb) A
érték, egy kort alkotnak, az AC szakaszhoz és A aranyhoz tartozo Apolloniosz-kort. Jeloljiik ezt ky-val, AC felezépontjat
E-vel, ky kozéppontjat O-val.

Az AC és ED &tlok kozti szog akkor a legnagyobb, ha D az E pontboél a k kérhoz huzott érinté Dy érintési pontja.
Jeloljiik ezt a legnagyobb szoget ¢o-val, kx-nak az AC-re es6 atellenes pontjait P-vel és Q-val, az AC szakasz felét
e-vel (8. dbra). P és QQ ezt a szakaszt belilrél, illetSleg kiviilrsl A : 1 aranyban oszté pont, igy
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A szerepls szakaszokat e-vel fejezve ki a két tortben

(1) e+ EP EQ+e
e—EP EQ-e¢

A masodik egyenlGségbdl a tortek eltavolitésa és rendezés utan az
(2) e = EP-EQ

egyenldséget kapjuk. (1)-bsl
(A—1)e (A+1)e
—_ EQ=-——"—.
A+1 7 @ A—1
A (2) egyenl6ség jobb oldalan all6 szorzat az E pontnak a ky korre vonatkoz6 hatvéanya, igy az egyenlSség azt
jelenti, hogy az E pontbol a ky korhoz htizott érinté hossza EDy = e. A g sz6g meghatarozasakor az OF Dy haromszog
OD, oldalat, vagyis a ky kor r sugarat fejezziik ki e-vel és A-val.
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Az EODy derékszogi haromszoghdl tehat
r 2\ 2\
tgpo=—-=v"7 o = arc tg y5—,
ahol a 0° és 90° kozé es6 értékeket kell venni.

Megjegyzések. 1. Az el6z6 megoldasokkal valé kapcesolat kénnyen adodik példaul a

2tg5  2ctgg

t =
s 1 — tg?

2  ctg? 2 -
Osszefiiggésbol.

2. Az EDy = e egyenl6ség szerint Dg az AC atmérGjd koron van, igy az AC Dy haromszog derékszogi, vagyis az a
paralelogramma, amelyikre az atlok szoge a legnagyobb, a téglalap.
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