I. megoldas. Az ALM haromszog egyenld szart. Igy, ha AB és AC kiilonboz6, akkor a B-bél és a C-bsl LM-mel
parhuzamosan huzott egyenes is kiilonb6z6. A veliik nem parhuzamos KM egyenes metszi Gket, igy a D és E pont
létrejon (1. dbra).

Jeloljiik BD és AC metszéspontjat B'-vel, CE és AB metszéspontjat C’'-vel. Ekkor egyenlszart az ALM-hez
hasonl6 AB'B és az ACC’ haromszog is. B'-n és C'-n at parhuzamost hizunk a BC oldallal. Az elobbi és KL
metszéspontjat G-vel, az utobbi és KM metszéspontjat H-val jelolve a BDK és a B'DG haromszog egybevago,
mert megfelel szogeik csticsszdgek vagy valtoszogek. Belatjuk tovabba, hogy B'G = BK. Ugyanis a GB'L és KCL
haromszog hasonlo, és az utobbi két oldala a C-bél a beirt korhoz htuzott két érintészakasz, ezért B'G = B’ L. Ut6bbi
és BM viszont egyenls szakaszok kiilonbsége, igy szintén egyenlék. Végiil BM és BK a B-bdl htuizott két érintGszakasz,
igy egyenlk. Ekkor azonban a tobbi oldalpar is egyenld, igy BD = B'D, vagyis D a BB’ szakasz felez6pontja.

Ugyanigy latjuk be, hogy E a CC’ szakasz felez6pontja. A CK E és a C' H E haromszog egybevago, miutan megfelels
szogeik csicsszogek vagy valtdszogek, tovabbé egy pontboél huzott érintGszakaszok egyenld volta kdvetkeztében a K BM
héromszéghoz hasonlé HC'M héaromszdg egyenls szari, s igy HC' = C'M = CL = CK. Ekkor a haromszog tobbi
oldalpéarja is egyenls, igy CE = C'E.

Ezekbdl mar kovetkezik, hogy a DFE egyenes a BAC'< széarai kozti harmadik parhuzamos szakaszt, K M-et is felezi,
és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzések. 1. Vilagos, hogy ez az egyenes az A csicsbol induld szogfelezd.

2. Mint tobben is megjegyezték, a bizonyitasban csak az AB és AC oldal kiilonb6z6 voltara volt sziikség.

3. Konnyen lathato, akar ennek, akar a kovetkezs megoldasoknak a gondolatmenetével, hogy helyes marad az allitas
akkor is, ha a beirt kort a haromszog egyik oldalat kiviilr6l érinté korrel helyettesitjiik. Az AB vagy az AC oldalhoz
hozzairt kor esetén D és E a kiils6 szogfelezén lesz.

A versenyzdk sok kiilonboz6 megoldast adtak a feladatra. Sokan hasznéaltak fel Menelaos tételét, illetSleg annak a
megforditasat. Volt, aki koordinatakkal szamolt. A fenti megoldas mindegyiknél sokkal egyszertibb. Miutan azonban
ez a megoldas csak egyetlen versenyzénél szerepelt, bemutatunk még két tovabbi megoldast.

II. megoldas. Valasszuk a jelolést ugy, hogy AB < AC teljesiiljon. Ekkor D a KL szakaszon van, E az MK
szakasz K-n tuli meghosszabitasan. Jeldljiik a haromszogbe irt kort k-val.

Azt mutatjuk meg, hogy D és E az LM szakasz felez6 mer6legesén van, vagyis hogy DLM és az ELM haromszog
egyenld szart, mivel L-nél és M-nél levs szogeik egyenlk (2. dbra).

Az AML,BKM és CLK haromszog egyenls széra, mert két-két oldaluk a csticsokbo6l k-hoz huzott érintGszakasz.
Az alapon levs szogeiket jeloljik «, 3, illet6leg vy-val. Ezek egyenlk a K LM haromszog K-nél, L-nél, illet6leg M-nél
levs szdgével, mert k-nak ugyanazt az ivét tartalmazo hir-érinté szogek, illetsleg keriileti szogek. Igy Gsszegiik 180°.

B,K,D és M egy ky koron van, mert az LKM<, LM A<, és DBM < egyenl§ és egyez6 iranyitasi. Az elsG és a
mésodik azért, mert az elsé keriileti sz6g, a masodik hir-érinté szog k-ban, és az els6é szaruktol a masodikig a kor
ugyanazon iranyitott ive fut; a masodik és a harmadik szog szarai pedig egyiranyban parhuzamosak. Igy a két szog
csucsa és a megfelels szérak egyeneseinek a metszéspontja egy koron van.

Ekkor BM D« = CKL< =y, mert a szaregyeneseik kozti (cstucs-) szogtartomany egyarant k; B-t6l K-n at D-ig
futé ivét tartalmazza. Ennek folytan

LMD<=180°— BMD<— LMA<=180°—y—a == MLD«,

tehdt LDM egyenl6 szart haromszog.

Hasonléan C, K, E és L is egy ko koron van, mert LK M <, ALM < és AC E< egyenld és egyezl iranyitast ugyanolyan
okokbol, mint az el6bb.

Ekkor FLC<q = FKC< = MKB< = 3, mert az els6 és a masodik ks ugyanazon ivét tartalmazo keriileti szog
ko-ben, a masodik és a harmadik pedig cstcsszog-par. Igy

MLE<=180°—- ALM<—-ELC<=180°—a—-p=v=EMLq,

tehat az FLM héaromszog is egyenls szaru. Eszerint az LM szakasz felez6 mer6legese atmegy D-n is, E-n is, vagyis
D, E és LM felez6pontja egy egyenesen van a feladat allitdsanak megfelelGen.

Megjegyzés. Miutan belattuk, hogy B, K, D és M, tovabba C, K, E és L egy koron van, befejezhetjiik a bizonyitast
igy is: A BD-re D-ben, a BK-ra K-ban és a BM-re M-ben emelt meréleges egy ponton megy &at, a k; kor B-
vel atellenes pontjan. Ez a pont azonban a haromszogbe irt kor O koézéppontja, mert a K-ban és az M-ben emelt
merdleges ennek a kornek a sugara ( 3. dbra).

Hasonléan a C E-re E-ben, a CK-ra K-ban és a C'L-re L-ben emelt merdéleges a ko kor C-vel szemben fekvs pontjan
megy keresztiil, ami ismét O. Az LM huar F felez6pontjaban emelt meréleges ugyancsak atmegy O-n. Mivel BD és
CFE parhuzamos LM-mel, igy D, E és F' egy egyenesen van.

ITII. megoldas. Feltessziik, hogy AB < AC. Jeldljiik a CE és AB egyenes metszéspontjat C'-vel, DE és LM
metszéspontjat F-fel, BD és MK metszéspontjat G-vel (4.dbra). Azt kell megmutatnunk, hogy F az LM szakasz
felezGpontja.

Menelaos tételét hasznaljuk fel. A DE egyenes nem megy at a K LM haromszog egyik csicsén sem, igy az emlitett
tétel szerint

ME-KD-LF

EK-DL-FM__l'



Itt, tetszés szerint rogzitve az egyes egyeneseken egy irdnyitast, a szakaszok elGjelesen értenddk. Azt mutatjuk meg,
hogy

(1) ME-KD 1
EK.-DL
DG és M L parhuzamos, igy a parhuzamos szelGk tétele szerint
KD KG
DL  GM’
igy (1) bal oldala helyett
@) ME - -KG
EK -GM

irhato. GB és EC' parhuzamos, tehat az EMC’ szdg széraira alkalmazva a parhuzamos szelSk tételét

ME  MC'

GM  BM'
A CKFE és a BKG haromszog hasonlo, mert megfelel szogeik egyenlSk. Miutan az A-bol, a B-bdél és a C-bol az ABC
haromszogbe irt korhdz hizott érinték egyenlsk, tovabba M C’ = LC, mert egyenld szakaszok kiilonbségei, igy

KG KB MB MB
EFEK CK LC MC"
Az elGjel is helyes, mert az els§ ardnyban és az utolsoban is egyiranyud szakaszok szerepelnek. Mindezek alapjin

ME-KD ME-KG MC'-MB
EK-DL  EK-GM  BM-MC'

= —17

amit allitottunk.



