I. megoldas. A 6-ost tartalmazd, 3-mal oszthatd, 6tjegyl szamokat csoportositsuk aszerint, hogy utolsé 6-os
jegyiik az egyesektsl szamitva hanyadik jegy.

Az els6 csoportba azok a szamok tartoznak, amelyeknek utolsd jegye 6-os, ilyen szdmhoz ugy jutunk, hogy a
harom kdzbensé jegyet tetszGlegesen valasztjuk meg, s ezutdn az els6 jegyet Ggy valasztjuk meg az ide irhat6 9 jegy
koziil (mert 0 nem lehet els6 jegy), hogy a jegyek Gsszege 3-mal oszthatod legyen. A kozbensd jegyek mindegyikének
megvalasztasanal 10 lehetSség van, az els6 jegy megvalasztasanal viszont csak 3 a lehet&ségek szdma, mert a mar
megvalasztott jegyek 0sszegétdl fiiggben vagy az 1, 4, 7, vagy a 2, 5, 8, vagy pedig a 3, 6, 9 jegyek koziil valaszthatunk,
hiszen valamennyi jegy Osszege kell, hogy 3-mal oszthaté legyen. Az els6 csoportba tartozd szamok szdma ezek szerint
3-10% = 3000.

A masodik, harmadik és negyedik csoportba tartozd szamoknal a tizes, szézas, ill. ezres jegy 6-os, és ezt kdvetGen
6-0s jegy mar nem szerepel. Ilyen szamot keresve az ezt a 6-os jegyet kovets jegyeket szabadon valaszthatjuk 9 jegy
koziil, hiszen 6-ost nem valaszthatunk, a megel6z6 jegyeket az elsének kivételével tetszélegesen valaszthatjuk meg a
10 jegy koziil. Az els6 jegy megvalasztasanal ugyanaz a megkotés érvényesiil, mint az els6 csoport esetében, e jegy
megvalasztasanal tehat mindig 3 lehetGség van. Ezekbe a csoportokba tehat rendre 3-10%-9 = 2700, 3-10-92 = 2430,
3. 9% = 2187 szam tartozik.

Az 6t6dik csoport szamainak tizezres jegye 6-o0s, a tobbi nem hatos. Egy ilyen szam megvalasztasanal a harom
kozbensd jegyet szabadon valaszthatjuk a 9 megengedett jegy koziil, hiszen 6-ost nem valaszthatunk. Az utolso jegyet e
9 jegy koziil ugy valasztjuk meg, hogy a szdm jegyeinek Gsszege 3-mal oszthato legyen. Az utolsd jegy megvalasztasanal
a tobbi jegy Osszegétol fiiggben az 1, 4, 7 vagy a 2, 5, 8, vagy pedig a 0, 3, 9 jegyek koziil valogathatunk, tehat minden
esetben 3 lehetdségiink van. Az 6todik csoportba ezek szerint 3 - 93 = 2187 szam tartozik.

Valamennyi csoportban egyiitt 3000 + 2700 + 2430 + 2187 + 2187 = 12504 szam van.

II. megoldas. ElGszor az Gtjegyt, 6-ost tartalmazd szamok szamat hatarozzuk meg, tekintet nélkiil arra, hogy
vajon 3-mal oszthaték-e vagy sem. Ezutdn majd bizonyitjuk, hogy mind e szdémoknak éppen a harmada oszthaté 3-mal.

1. Jeloljik az n jegyd, 6-ost tartalmazo szdmok szamét f(n)-nel. Vizsgaljuk az n + 1 jegyd, 6-ost tartalmazd
szamokat, s ezeket soroljuk két csoportba aszerint, hogy utolsé jegyiik 6-os vagy nem 6-o0s.

Az els6 csoporthoz tartozo szamokat tgy kapjuk meg, hogy egy tetszSleges, n jegyt szamhoz még egy 6-os jegyet
fiziink hozza. Az elsé csoporthoz tartozod szamok szama tehat a 10" -t 10™-ig terjeds, n jegyi szamok szamaval
egyenld, azaz 10" — 10"~ 1.

A masodik csoportba tartozé szamot ugy kapunk, hogy egy n jegyd, 6-ost tartalmazoé szamhoz hozzaftziink egy
6-ostol kiilonbozo jegyet. Mivel ekkor 9 lehetSség van, a méasodik csoportba tartozo szamok szama 9f(n).

A két csoporthoz tartozo szamok egyiittes szama ezek szerint

f(n+1)=10" — 10" "' + 9f(n).

Minthogy egyetlen egyjegyt, 6-ost tartalmazé szam van, f(1) = 1. Ebbdl kiindulva a levezetett osszefiiggés felhasznéa-
lasaval sorra a kovetkezd értékekhez jutunk: f(2) =18, f(3) = 252, f(4) = 3168, f(5) = 37512.

2. Nyilvanvalo, hogy ha egy szamtani sorozat elemeinek szama 3-mal oszthato, és a kiilonbség 3-mal osztva mara-
dékul 1-et ad, akkor a sorozat elemeinek éppen a harmada oszthatd 3-mal. T6bb ilyen sorozat elemeinek egyiittesére
is igaz ez a megallapitas, feltéve, hogy a sorozatoknak nincs kozos elemiik. Az Otjegyd, 6-ost tartalmazo szamokrol
fentebb kimondott allitasunkat bizonyitjuk tehat, ha e szamokat k6z6s elem nélkiili, 3-mal oszthaté elemszami, 3-mal
osztva maradékul 1-et ado kiilonbségi szamtani sorozatokba soroljuk. Ezt a kovetkezSképpen tessziik:

A 6-osra végzdds szamok egy 10 006-tal kezd6ds 99 996-ra végzéds, 9000 elemtd, 10 kiilonbségii szamtani sorozatot
alkotnak. A mas jegyre végzdds szamokat olyan csoportokba gytjtjiik, amelyekben csak az utols6 jegy az eltérd.
Minden egyes ilyen csoportban a 0, 1, 2, 3, 4, 5 jegyekre végz6d6 szamok egy 6 eleme, 1 kiilonbségt, és a 7, 8, 9
jegyekre végz6dsk egy 3 elemi, 1 kiilonbségl szamtani sorozatot alkotnak.

Mivel mind e sorozatok megfelelnek kdvetelményeinknek, igazoltuk, hogy az 6tjegyd, 6-ost tartalmazéd szamoknak
harmada, azaz 37512 : 3 = 12504 oszthaté 3-mal.

III. megoldas. Ismét elGszor valamennyi 6tjegyd, 6-ost tartalmaz6 szdmnak szdmat hatarozzuk meg, majd bizo-
nyitjuk, hogy ezeknek harmada oszthaté 3-mal.

1. Osszesen 90000 Gtjegyt szam van. Az Otjegyt, 6-ost nem tartalmazé szamok szamat hatarozzuk meg. Ilyen
szamot ugy kapunk, hogy elsé jegynek a 0 és 6 kizarasaval maradé 8 jegy koziil valasztunk egyet, a tobbi jegy
megvalasztasanal pedig csak a 6-ost zarjuk ki, azaz mind a négy esetben 9 lehet&ség k6zott valasztunk. Az 6tjegyti, 6-ost
nem tartalmazo szamok szama tehat 8-9% = 52488. Az 6tjegyt, 6-ost tartalmazoé szamok szama tehat 90 000 — 52 488 =
37512. Ez 3-mal oszthat6 szam.

2. Trjuk fel novekvs rendben az 6tjegyt szamokat. Tagoljuk ezt a sorozatot tizes szakaszokba, egy—egy szakaszba
foglalva azokat a szadmokat, amelyek csak az utolsé jegyben kiilonboznek egymastol. Jeloljiik meg mindegyik szakaszban
a 6-ost tartalmazoé szdmokat. Vannak szakaszok, amelyekben minden szdmot megjeldliink, ti. azokban a szakaszokban,
amelyeknek nem valtozo, elsé jegyei kozott 6-os is szerepel. A tobbi szakaszban csak egy—egy szamot, a 6-osra végzdst



jeloljik meg.
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5. dbra

Vizsgaljuk meg, mekkora lehet a kiilonbség két—két, egyméshoz legkézelebbi megjeldlt szam kozott[] Ha e két szam
ugyanahhoz a szakaszhoz tartozik, a szakasz csupa megjelolt szambol all, és a kiilonbség 1. Ugyancsak 1 a kiilonbség,
ha a két szam két szomszédos, csupa megjelolt szambol all6 szakaszhoz tartozik. Ha a tekintett két szam kozil a
kisebbik egy csupa megjelolt szambdl all6 szakaszhoz, a nagyobbik meg nem ilyenhez tartozik, akkor a kiilonbség 7.
Ha a nagyobbik tartozik csupa megjelolt szambol allo, s a kisebbik meg nem ilyen szakaszhoz, akkor kiilonbségiik 4.
Ha végiil mindkét szam olyan szakaszhoz tartozik, amelynek nincs minden szama megjellve, akkor 10 a kiilonbségiik.
A vizsgalt kiilonbség lehetséges értékei 1, 4, 7, 10.

Minthogy e szamok mindegyike 3-mal osztva 1-et ad maradékul, megallapithatjuk, hogy a megjelolt szamok nagysag
szerinti egymésutanjdban minden harmadik oszthaté 3-mal, hiszen minden 3-mal oszthaté szamra olyan kovetkezik
ebben az egymésutdnban, amelyik 3-mal osztva l-et ad maradékul, erre olyan amelyik 2-t ad maradékul, s erre
megint egy 3-mal oszthaté kovetkezik. Minthogy a megjelolt szamok szama oszthaté 3-mal, ezeknek harmada, azaz
37512 : 3 = 12504 oszthato 3-mal.

IV. megoldas. A 90000 6tjegyd szam kozott minden harmadik tehat 6sszesen 30 000 oszthat6 3-mal. Hatarozzuk
meg, hogy ezek kozott hany 6-ost nem tartalmazoé van.

Egy ilyen szam els6 jegyét 8-féleképpen vélaszthatjuk meg, mert 0 és 6 nem valaszthat6. A masodik, harmadik és
negyedik jegy megvélasztasanal 9 lehet&ség van, hiszen csak a 6-os valasztésat kell kizarnunk. Az utolsé jegyet tgy kell
megvalasztanunk, hogy a jegyek Osszege 3-mal oszthaté legyen. A mar megvalasztott jegyek Osszegétdl fiiggSen tehat
vagy az 1, 4, 7 vagy a 3, 5, 8, vagy pedig a 0, 3, 9 jegyek kozott, vagyis mindig 3 lehetSségbdl valaszthatunk.

Az Gtjegyt, 6-ost nem tartalmazo, 3-mal oszthato szamok szama ezek szerint 8 - 9% - 3 = 17496, az Gtjegyt, 6-ost
tartalmazo, 3-mal oszthatéké pedig 30000 — 17496 = 12 504.

LAz 5. abra szemlélteti a szamba vett lehetGségeket. Ezen az abran a fekete kérok megjeldlt szamokat, a fehér korok meg nem jeldlt
szamukat jelképeznek.



