I. megoldas. Segédtételként elére bocsatjuk a kovetkezd megallapitast: Ha két derékszogd haromszogben az
egyik befogd ugyanakkora, és a két haromszog nem egybevagd, akkor ugyanabban a haromszogben taldlhat6 a masik
befogoknak és az atfogoknak nagyobbika az egyenls befogokkal szemkdzti szogeknek pedig kisebbike. Ennek belatasara
fektessiik egyméasra a két haromszoget ugy, hogy derékszogeik és egyenld befogoik fedjék egymast (1. abra).
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1. dbra
Az egyiknek C'A; befogodja tulnyulik ebben a helyzetben a masiknak C'As befogdjan, hiszen a haromszogek nem

egybevagok. A keletkez6 A1 AsBA tompaszogi, s ezért BA; > BA,. Ugyanennek a haromszognek kiilsG szogére
vonatkozolag viszont BA1C< < BA2C'q adodik.
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2. abra

Tekintsiik most mar az ABCD trapéz AB alapjan nyugvo szogeket (2. abra), és legyen
(1) DAB< < CBA«.
A C és D cstcsot az AB egyenesre vetitve a C’ és D' pontokhoz jutunk. Bizonyitanunk kell az
(2) AC > BD
egyenl6tlenséget. Elegendd ehhez az
(3) AC' > BD'

egyenl6tlenséget bizonyitanunk. Ha ugyanis BD’ # 0, akkor segédtételiinket az ACC’ és BDD' haromszogekre al-
kalmazva (3)-bol (2) adodik. Ha viszont B és D’ azonos, akkor BD = CC’, és igy (2) abbol adodik, hogy az ACC’
derékszogl haromszog atfogdja a befogénal hosszabb.

(3) bizonyitasénal a DAB és CBA sz6g mindségének megfelelGen harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Ha mindketts hegyesszog, akkor segédtételiinket az ADD’' és BCC' héromsziogekre alkalmazva (1) alapjén
AD' > BC" adodik, és az ezeket AB-re kiegészit$ szakaszokra (3) érvényes.

2. Ha mind a két szdg tompaszog, akkor ismét az ADD’ és BCC' haromszdgekre alkalmazzuk segédtételiinket.
Most azonban DAD’'< > CBC’'<, mert ezek az (1)-ben szerepls szogeknek kiegészits szdgei. A segédtétel alapjan
tehat AD' < BC', és ezeket AB-vel megndvelve (3) adodik.

3. Ha DAB< < 90° és CBA< > 90°, akkor az AB egyenesen az AB iranyban haladva D’ nem lehet A el6tt, és C’
nem lehet B el6tt. Az AC’ szakasz tartalmazza tehat a BD' szakaszt. Ez utobbi nem lehet AC’-vel azonos sem, mert
(1) miatt nem lehet mind a két szereplS szog derékszog. A részként tartalmazott szakasz hosszara tehat teljesiil a (3)
egyenl6tlenség.

II. megoldas. Noveljik meg az ABCD trapéz AB alapjan nyugvd kisebbik, DAB<-ét akkoréra, amekkora a
CAB«. Igy az egyenls szara ABCE trapézhez jutunk (3. abra), melynek atloi a szimmetria miatt az AB szakasz
felez6meré6legesén metszik egymast.



3. dbra

Ezt az F' metszéspontot C-vel 0sszekots F'C' szakasz a felez6mer6legesnek azon az oldalan van, amelyiken a B
pont. Ugyanezen az oldalon van tehat az eredeti trapéz atléinak G metszéspontja is, hiszen a D pont az EC szakasz
belsejében van, és a BCEA-b6l az adddik, hogy BD metszi az F'C szakaszt. Minthogy az AB szakasz felez6merdlegese
altal meghatarozott félsikok koziil a B pontot tartalmazdnak pontjai kozelebb vannak B-hez, mint A-hoz, ez all a G
pontra, azaz

GA > GB.

Az ABGA és CDGA hasonld, mert szogeik paronként csucsszogek, ill. valtoszogek. A bizonyitott egyenlGtlenség
kovetkezményeként tehat
GC > GD.

Egyenl6tlenségeink Osszegezésével a bizonyitanddé AC > BD egyenlStlenséget kapjuk.

II1. megoldas. Az ABCD trapéz AB alapjan nyugvo kisebbik szog novelésével egyenls szara ABCE trapézhez ju-
tunk (4. abra). E trapéz szimmetria—tengelye az EC szakasz felez6merélegese. Minthogy B ennek a felez6merdglegesnek
azon az oldaldn van, amelyiken a felezett C'E szakasz C' végpontja, azért BC < BE. A szimmetria folytan AC' = BE.
A BCD és BDFE haromszogek D-nél fekvl szogei egymast 180°-ra egészitik ki, ezért e szogeknek valamelyike vagy
hegyesszog vagy tompaszog. Minthogy a tompaszoggel szemben a haromszognek legnagyobb oldala helyezkedik el, a
két haromszognek valamelyikébdl az kovetkezik, hogy BD kisebb a BE és BC' szakaszok valamelyikénél, tehat kisebb
e szakaszok nagyobbikanal, az AC-vel egyenlé BE szakasznal.

IV. megoldas. Az ABCD trapézt, az AB &tlon nyugvo kisebbik szoget novelve, szimmetrikus ABCE trapézzé
egészitjik ki (4. abra).
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4. dbra

A haromszog kiils6 szogére vonatkozo egyenlStlenség szerint
EDB<« > DCB4«,

a szimmetria miatt pedig
DCB<« = AED«.

Igy tehat a BDE/\-ben D-nél nagyobb szdg helyezkedik el, mint E-nél, mert a BEDA része az AED<-nek, amelyrél
belattuk, hogy EDB<-nél kisebb. Minthogy egy haromszogben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, igy
BE > BD. Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk, hiszen a szimmetria miatt AC = BH].

lEz a megoldas szerepel a Mathematikai versenytételek, I. rész (Kozépiskolai szakkori Fiizetek, Tankonyvkiado, 1955) 70. oldalan.



