I. Megoldas. E tételt teljes indukcioval fogjuk bebizonyitani.
Ha n = 1, akkor

a1 a1
2 b1 = s —=—=1.
( ) 1 a; €S bl @
Ha n = 2, akkor két eset lehetséges:
1) by = a4 éSb2:a2,3m1d6n2+%:2+%:2,
b1 bg a1 ag
a a a a
2) b1:a2 ésbgzal,amid6n—l+—2:—l+—222,
by b2 ax @
mert a? + a2 > 2a1ay, & (a1 —ag)® > 0.
Eszerint valéban &ll:
al ag
3 — 4+ —=>2.
Tegyiik fel, hogy a tétel igaz n = k — 1 esetében, azaz
aq a a; ar—1
4 — 4+ =+... +=+...+ > k-1
( ) by b bj br—1

Mindenesetre kiindulhatunk abboél, hogy jelzéseink megfelels valasztasaval

ap<az<az<...<aj...<ap<...<ap.

és ekkor hozzacsatoljuk a k-dik elemet, ezt az 1., 2., ... k-dik helyre téve.
Adjunk tehat a (4) alatti, helyesnek talalt Gsszefiiggés mindkét oldalahoz %—t, azaz 1-t. Keletkezik
af
a a2 a; ak—1 ag
5 — 4 —=+...+ =+ + — >k
( ) bl bg bj bk—l Q.

Ha by, = ay, tételiink maris igaz. Azonban, ha by, # ay, akkor a by-t valamely b-vel, pl. b;-vel fel kell cserélni.
Az (5) baloldalan tehat minden ugyanaz marad, csak
9y | o

a; k ..
—  helyéb J —  keriil.
bj+a/k; elyébe a—k+bj eru

Ezaltal azonban (5) baloldalat csak novelhetjiik. Ugyanis

mert
aj =k | Gk =5 (a; — ak) + (ak — a;)ag _ (ax — a;)(axr — by) -
ag bj bjak bjak -
tekintettel arra, hogy ar > a; és ay > b;, hiszen b, az a1 ... ap—1 szdmok valamelyike.

Minthogy a tétel igaz, ha n = 1, n = 2, tehét igaz barmely n-re. Az egyenlGségi jel akkor érvényes, ha a; = b;,
(i=1,2 ... n).
Harsdnyi Janos (ag. ev. g. VIL. o. Bp.)
II. Megoldas. El6bbi megoldasunkban méar lattuk, hogy a tétel igaz, han =1, han = 2.

Az adott Osszeg jele legyen S. A tétel helyességét elfogadjuk minden S alaku Osszegre, ha tagjainak szama kisebb,

mint n.
Az 6sszeadandok sorrendjének kells megvalasztasaval sikeriil a kérdéses Osszeget esetleg két vagy tobb zart ciklusban

elgallitani ilyképpen:

a a a a a—k+2 a—k+2
S=(2+24+ +2F) 4 (2L 4 fodb—— )+ =C+ O+ ...
az ag a k42 ak+3 a—k+1
A C4, Cs, ... ciklusok ugyanolyan természettiek, mint az eredeti S Gsszeg, t. i. a nevezdk a szamlalok egy (ciklikus)

Ci>k, Cy>1,...

tehat
S=C1+Co+...>2k+1+... azaz S >n.



Kiilon bizonyitasra szorul a tétel most mar, ha az S 6sszeg magaban egy felbonthatatlan ciklust alkot. Feltehetjiik,
hogy az a,, szamnal kisebb nincs és az Osszeg tagjait ugy rendezziik, hogy azok a kovetkezs ciklust adjak:

S=ﬂ+%+...+an_l+a_":(ﬂ+%+_“+an_l>+

ag as an a1 ag as a1
Ap—1 Ap—1 (7%
+ + =
Ap, al a1

A zéarojeles rész n — 1 tagbol allo ciklus; érvényes tehat: C' > n — 1.
Az utolsé harom tag
R Gn-l_Gnoi Ao Gnoa(a —an) tay
2% a1 ay aia—mn
~ (an—1 = an)(a1 = an) + aran

a10Gnp

Eszerint
(an—1—an)(a; —ap) + aray

a10n

R =

aran +12>1,

mert feltevésiink szerint a,, —a, >0 és a, > 0.

Eszerint
S=C+R>n—-1+1 azaz S >n.
Schén Ferenc (Kolesey rg. VIL o. Bp. VIL.)
Szél Gyorgy (Kolesey rg. VIL o. Bp. VL)
III. Megoldas. Legyen z = ¢ = % (i =1, 2, ... n). Minthogy az a; szamok szorzata egyenl$ a b; szamok

szorzatéval, az x; szdmok szorzata
T1To...T5...Ty = L.

Ismeretes, hogy n poz. szam szamtani kézéparanyosa nem lehet kisebb a mértani kbzéparanyosuknal, azaz
D i1 Wi
=l s T T

n

A mi esetiinkben N
ZiZI Zi >1

tehét

Ilkovits ITvan (Kemény Zsigmond r. VIIL o. Bp. VI.)
IV. Megoldas. Az a1, ag, a, pozitiv szamokra nézve legyen
(1) a1 > as > as> ... > Ap_1 > Qy.
A pozitiv szamok egy mésik csoportja legyen
(2) T1>To > T3> ... Tpq > T

Az (1) szorzat valamely tagjat szorozzuk meg a (2) szorzat valamely tagjaval és az igy nyert szorzatokat adjuk
Ossze. llyen moédon kiilonboz6 értéki osszegeket kapunk, melyek koézott van egy legkisebb és egy legnagyobb.

Ha az (1) sorozat tagjait a (2) sorozat megfeleld tagjaival szorozzuk Gssze, akkor ezen szorzatok Osszege lesz a
legkisebb értéki. Ha az (1) sorozat tagjait a (2) sorozat forditott sorrendben vett tagjaival szorozzuk ossze, akkor
kapjuk a legnagyobb értékd Osszeget.

Jelentse most mar x;,, ;, ... x;, az x; szamok valamely permutéciojat, akkor nyilvan
(3) 121 + asa + ...+ an®y < 1%, + a2y, + ..o+ an®i, .
1
Legyen most mar z; = — (i = 1, 2, ... n), tehat a;x; = 1. Ha az a; szamok csokkend, akkor reciprok értékeik

a;
novekedd sorozatot alkotnak. Eszerint alkalmazhatjuk a (3) alatti relaciot és igy:

an

a a
n< — 24+

a"Ll a”L2 a’in

L. K. M. és F. L. II. évf. 37. oldalon.



Minthogy b1, b2 ... b, az a; szadmok valamely permutécidja, az ai,, ai, ... a;, szamok helyébe b1, b ... b, irhato,

tehét

n

aj az (7%
.
by | by by

Ezen bizonyitast Sziics Adolf miegyetemi tanir mutatta be az E6tvos Lorand Tarsulat 1935. nov. 14-iki eladd
iilesén. Megjelent a Téarsulat folyoiratdban. (1935. julius—decemberi fiizetben 127. o.)



