Legyen az adott ellipsis egyenlete

222 + a%y? = a%b? 1)
Az egyenesé
x—m=20 2)
A kivant kor egyenlete
(x—p) +y*=¢ 3)

M (z.y) az ellipsis keriiletében egy pont, melybol a korhoz vont érint6 hosszéanak négyzete
= (x—p)°+y*-¢°
M pontnak az egyenest6l mért tavola
d* = (x —m)?

Feltétel szerint
(z—p)°+y>— ¢ =k(z—m)?

hol £ alland6 szam.
Ez egyenlGségnek M barmely helyzete mellett allania kell, tehéat érvényes akkor is, ha a f6tengelyek végpontjaiban
képzeljiik, mely esetekre

(a—p)* = ¢ = k(a —m)? 4)
(a+p)? =% =k(a+m)? 5)
P2+ b2 — (% = km? 6)

E héarom egyenletbdl k szamértéke p és ¢ nagysaga meghatarozhato s a kovetkezd értékek erednek

a? —bv? 2

k= 2 a2 B
az excentricitas szam-értéke )
2,2
¢ = t?)
vagy ha p elébbi értékét helyettezziik
¢ =ra-L)

Minthogy k értéke valodi tort, a kor kozéppontja mindig az egyenes és az ellipsis kozéppontja kozé esik s az m

tavolsagot

p k b? b .
- =— =—-= aranyban osztja.
m-—p 1—k c2

Tehat a kor kozéppontja egyszertien szerkeszthets, ha a gytdjtGpontot a kis féltengely végpontjaval Gsszekotvén az
atfogora m-et felrakjuk s a szarmazott haromszoghoz hasonlot szerkesztiink. E derékszogi haromszog csticsabol az
atfogora mercGlegest bocsatvan a gytjtépontnak e merdleges talppontjatél mért tavola

p=m cos’p, hol coscp:E.
a

¢? értékébsl kiolvashato, hogy csak addig valés, mig (p) < (c) a mi a kozéppontnak a gytjtSpont és az ellipsis
kozéppontja kozott fekvését koveteli.

Gmaz =0, ha p=0, Cmin =0, ha p=c.
Ez esetben a megfelel§ egyenes a directrix. Az ellipsis és a kor kolesonos fekvését vizsgalvan a
b2x? 4 a®y* = a®b*  és
2 2 _ 2,2
c a® —c*m
a’(x — ;m)2 + a*y? = b? —

egyenletekbdl y eliminatioja utan:
(x—m)?>=0



ered, ami azt mondja, hogy a kor az ellipsist

b

x=m, y==x—-va%-—m?
a

pontokban mindig érinti, tehat mindig egész terjedelmében az ellipszisen bel6l fekszik. Egyszersmind az is kitdinik
ebbdl, hogy ugy a kor, mint az ellipszis a feladat lehets volta esetében az egyenest érintkezéspontjukban vagjak. Az
érintéspont azonban csak addig valés, mig m < a, azontul képzetes. Ha H egyenes a kis tengelyre meréleges, egyenlete:

A kor egyenlete:

az ellipszis tetszésszerint vett pontja:

Feltétel szerint

2+ (y = a)* = G = ki(y —n)?
Ezen egyenlet helyes marad x és y barmely értékénél, melyek az ellipsis egyenletét kielégitik, tehat ha M a f6tengelyek
végpontjaiban van is, midén:

(b—q)* = (¢ =ki(b—n)? 4a)
(b+a)* = (F = k(b +n) 5a)
a® 4+ q* — 2 =kn? 6a)
mely egyenletekbdl:
2
kl = _b_2
2
9= _b_Qn
bt 4 2n2 e
G = aQT =a*(1+ c_2)

q értékébdl kovetkezik, hogy ez esetben a kor kozéppontja mindig kiviil esik, az egyenes és az ellipsis kozéppontja
meghatéaroztak kozon s pedig az ellipszis kdzéppontjatol ellenkezs oldalon, mint az egyenes. E pont az n tavolsagot

q c?
g+n a?

aranyban osztja.
(; értéke mutatja, hogy a kor mindig lehetséges és a sugar n értékével nagyobbodik.

Cimin =a, ha g=n=0.
Természetes, hogy ez esetben maximumrol nem lehet sz6. Az ellipszis és kor kolesonos fekvését vizsgalvan, a
b x? 4 a®y* = a’b®  és
2 b L 2n2
b2:1:2—|—b2y—|—c—2n2:a2 +2c n
b b
egyenletekbdl x elimindczidja utan:
(y—n)3*=0

ered, ami azt mondja, hogy a kor az ellipsist mindig érinti
x::l:% b2—n2, y=n

pontokban. Az érintés valéban csak addig lehetséges, mig = elébbi értéke valds, tehat b > n, azaz: mig az egyenes az
ellipszist érinti vagy metszi. Ha azonban ez nem torténik a kor az ellipszist nem érinti s az egyenest nem metszi. Ez
esetben a kornek egy pontja sincs az ellipsisen beliil, hanem az utébbi egész terjedelmében a koron beliil fekszik.
(Folytatjuk).
Szerkeszts: ARANY DANIEL
Nyomatott Gross Testvéreknél Gydritt.



GEOMETRIA.
34. Folytatas.

Legyen a két egyenes:

s a megfelel6 korok
2 at — 2m?2 2 bt 2

A centralis egyenlete:
2

a’z b3y 1
m An
egyszertien a kozéppontok coordinatai alapjan képezve. Ez egyenlet kdnnyen hozhaté kovetkezd alakra:
b*m
r—m)— ——(y—n)=0
(o= m) = = (y —n)
ha
2 =22
helyettezést tesziink. De az utobbi alak vildgosan mutatja, hogy a centralis mindig atmegy az
r—m=~0 és y—n=>0

egyenesek metszéspontjan.

Az eddigiek alapjan egyszertien, minden szamitas nélkiil kévetkezik, hogy ha az elébbi korok érintkeznek, ez érint-
kezés csak az ellipszis keriiletében torténhetik, tehat a korok egyidejiileg az ellipszist is érintik, mivel pedig a megfelels
egyenesek mindig a kor és ellipszis érintkezéspontjan mennek at, ezek metszése szintén az ellipszis keriiletében torténik

mindig, azaz P pont geometriai helye maga az ellipszis.

Ha a korok kozos szelGje atmegy P ponton, akkor az elébbi meggondolasokboél kovetkezik, hogy e kozos szel§ mindig

érintGje az ellipszisnek is a P pontban, tehat a geometriai hely ismét az elébbi: maga az ellipszis.
Ez allitasokat analytikailag is igazolhatjuk.
A két kor érintkezésének foltétele:

AVbAm? + a*n? = b3Vat — 2m? — Vbt + 2n?,

mert a kisebb kor a nagyobban fekszik, tehat csak beldl érintheti a nagyobbat. A kifejezést rationalissa téve:

b?>m? + a’*n® = o%b?

ered, ami m és n valtozdékban az adott ellipszis egyenlete.
A két kor kozos szelGjének egyenlete:

20°ma + 2a*ny = b*m? + a*n? + a*b?
s igy ha ez 4&tmegy P(m,n) ponton:
b2m2 + a2n? = a2
kovetkezik, ami szintén az ellipszis egyenlete m, n valtozékban.
ITI.

Legyen
H=xz-m=0, H=z2—m; =0

két a nagy tengelyre meréleges egyenes egyenlete. A megfelel6 korok:

2 4 2,2

c a* —c*m
(x——zm)2+y2=b274

a a
& 2 4 _ 2,2
c a® —c'm
2 2 2 1
(= —=mi)"+y =b"——7p—

a a

egyenletekben advak. Feltétel szerint:
2
2 _ ¢ 2



c
2 = F(;v —my)?
azaz:
c c
t=+—(x—m), t1=x—(z—m)
a
Ha M pont az egyenesek kozé esik, akkor pl.
mp<xr<<m
vagy forditva. De ez esetben
T —mq és r—m
kiilonbozs elgjeldek ugy, hogy:
t:—g(:t—m) t :E(x—m)
a ) 1 a 1

veendd, hogy a t és t; tavolsagok pozitiv értékek legyenek.
E két egyenletbdl pedig.

(&
t—l—tl:E(m—ml)

allando.
Ha M pontot az egyenesek meghataroztak tavon kiviil esik:

T2m és T2 m
all. Ugyde az esetben

r—m és T — mq

mindig egyenl(’j jelﬁek éS igy pl.:
9 1 1),

honnan:
c
t—tl = —(ml —m)
a

allando.
Ha az egyenesek a kis tengelyre merélegesek, tehat:

H=y—n=0 H=y—-n=0

egyenletekben advan és a megfelel§ korok egyenletei:

2 b* 4 ?n?

2 + (y + b—zn)2 = azT

és 2 4 2,2
c b* +c*n

1'2 + (y + b_2n1)2 = G/le

Feltétel szerint:
2
c 2

R )

C2

= b_g(y —mny)?

honnan az érint6k képzetesek, a mi természetes, mert, mint kimutattuk ez esetben az ellipszis minden M pontja

a korokon beldl fekszik. Ha azonban C—Q—et absolut értékében vessziik, akkor ¢ és t; a koroknek M ponton &tmend

atmérGjére e pontban emelt mer6leges hurok felét jelentik, vagyis a tétel ez esetben igy fogalmazhaté: Ha H és Hy
a kis tengelyre meréleges egyenesek s h és h' a megfelels korok, akkor az ellipszis egy tetszésszerinti pontjan atmend
dtmérdkre ez M pontban emelt mer6leges hurok Gsszege vagy kiilonbsége allando, a szerint, amint az M pont altal
leirt ellipsis iv az egyenesek kozé esik vagy sem. Ha tehat ez esetre d és d; az illetd félharokat jelentik, melyek értékei:

&= -2"=(y-q
di = ¢ —2* ~ (y—q)°
egyenlGségekbdl kovetkeznek, a feltételek igy alakulnak:

d=£i(y=n), di=+3(y—m)



Ha most M pont az egyenesek kozé esik, az az:
np<y<n

az y —ny és y — n kiilonbségek ellenkezd elGjeltek s igy d és d; positiv voltara:

d=—(y-n),  di=3z(y—m)
értékek veenddk honnan: .
d+d; = E(H_nl)
allando, mig ha M az egyeneseken kiviil esik, tehat pl:
Yy > ny, y>n
egyenl6tlenségek allanak:
c c
dzg(y—”)v dlzg(y—nl)

veenddk, honnan:

d—dlzg(nl—n)

allando, s igy az értékek kétszerese is, a mi az allitas helyes voltat igazolja. A feladat a hyperbola esetében teljesen
egyezs eredményeket ad, azonban az utolséd tétel modositott alakja nélkiil. Az eredmények egyszertien felirhatok, ha az
elbbiekben b? helyett —b-6t tesziink, vagy ami mindegy: b-t i - b-vel cseréljiik fel s az eredményeket megfelels médon
értelmezziik. Itt a megfelel§ korok sugarainak csak alséhatara van.



