Jegyzet a 30. feladat megoldasahoz.

I.
Hogy az
aut —au—-1=0

egyenletnek csak 2 valds, még pedig egy positiv és egy negativ gyoke van, azt a Descartes-féle jelszabaly segitségével
ismerhetjiik fel. E szabaly kovetkezSképpen hangzik:

Valamely egyenletben a positiv gyokok szama sohasem nagyobb az ezen egyenletben foglalt jelvaltozasok szamanal.

Valamely egyenletben a negativ gyokok szama sohasem nagyobb, mint a megfelel§ negativ*) egyenletben foglalt
jelvaltozéasok szdma.

Minthogy a jelek sorozata az
au” —au—1=
egyenletben
+ — —

a jelvaltozasok szama 1, s igy legfeljebb 1 positiv gyok létezik. A negativ egyenletben a jelek sorozata a kovetkezo:
+ o+ -

igy a jelvaltozasok szadma ismét 1. Minthogy végre az

dut—au—1=0
egyenlet els§ és utolso tagja ellenkezd elGjeld, az egyenletnek legalabb egy valés gyoke van; minthogy maésrészt az
egyenlet fokszadma paros, az egy valds gyok mellett még egy valés gyoknek kell el6fordulni. Ezen eredmény 6sszevetésébdl
a Descartes-féle jelszabaly eredményeivel, kovetkezik, hogy az egyenletnek 2 és csak 2 valés gydke van, még pedig egy
positiv és egy negativ. A Descartes-féle jelszabaly levezetése megtalalhato: Konig Gyula " Analizis" els6 kotete, masodik
részének 132. és 133. pontjaiban.

*) A g(z) = 0 egyenletnek megfelels negativ egyenlet a (¢ —x) = 0.



II.
Hogy az
uw + (u+ 1) =0
egyenletnek csak egy valos gyoke van, mely 0 és 1 kozott fekszik, az Sturm-tételével mutathato ki.

Hogy ezt megfogalmazhassuk, a kovetkezsket kell el6rebocsatanunk:
Legyen adva az f(z) = 0 egyenlet s képezziik az f'(x) = 0 egyenletet, melyben f’'(x) az f(z)-b6l a kovetkezSképpen

szarmaztatando: et h) — f(2)
(z) = Jim 2200 = J @)
f(@) = Jim h
Osszuk el méar most az f(z)-et, vagy annak valamely tetszésszerinti dllandd A, szammal szorzott alakjat f(z)-szel s
legyen az osztas hanyadosa g;(x), a maradék —R; (z). Ekkor

Arf(x) = f'(z)q1(x) — Ri(x)

képezziik tovabba a kovetkezs analog alaku egyenleteket:
A1 f'(z) = Ri(2)g2(z) — Ra(2)

ApRi—2(x) = Rp—1(z)qr () — Ri(2)
A= Ri_s(z) = Ri—(x)q(x) — Ry,

hol A; ... A; positiv szamok és R; végre az x-t6l fliggetlen szameérték.
A Sturn-féle fiigguények sorozata a kovetkezs:

f(x), f'(x), Ri(z), ..., Rp_1(z), Rik(z) Rpii(z), ..., Ri.

Ezek utan Sturm-tétele a kovetkezSképpen hangzik:

Legyen a és b két valos szam, és a < b; e szamok helyettesitése a Sturm-féle fiiggvények sorozatiba két szdmsort
ad, melyben a jelvaltozasok szama legyen V,, illetSleg V;,. Ekkor V, — V} positiv egész szdm vagy 0, és pontosan az
f(x) =0 egyenlet azon «; gyokeinek szama, melyekre nézve a < a; < b. * *)

Minthogy az

flw)y=v’+(1+u)*=0

egyenletben
f(=1)=-1, f(0)=+1;

tovdbba minden mas k < —1 negativ szamra nézve f = (k) < 0, s minden ! > 0 szamra nézve f(I) > 0, az
egyenletnek csak a (—1)-t6l 0-ig terjedd szamtartomanyban lehetnek valos gyokei, e tartomény hatarainak, az a = —1
és b = 0 szamoknak, az egyenlet Sturm-féle fiiggvényei sorozatiaba valo helyettesitése utan oly két szamsorozatot
kapunk, melyekben a jelvaltozdsok szamaira,

Voi-W=1

Igy tehat az
uw + (u+ 1)1 =0

egyenletnek egy és csak egy valos gyoke van, s ez a (—1) és 0 hatarok kozé esik.
**)Lasd ugyancsak Konig "Analizis" czimd mtivében a masodik rész 134. és 135. pontjait.



