Elsd megoldds. 1. Ha n = 1, akkor
54+42-3"+1=38

oszthatd 8-cal.
2.4-5+4-3"% =24 oszthat6 8-cal, tehat

(5+2-3°4+1)+(4-5+4-3)=52+2-3+1

is oszthato 8-cal.
3. Ezt az okoskodast folytatva

(5°+2-3+1)+ (4-5°+4-3) =5"+2-3"+1

szintén oszthato 8-cal.
4. Az indukcio teljessége kedvéért tegyiik fol, hogy 5" + 2 - 3" 7! 4+ 1 oszthat6 8-cal. akkor mivel a

4-5"+4.3" 1 =4(5"+3"7")

kifejezés értékében a zardjelben két paratlan szam Osszege, vagyis paros szam all. azért 4 - 5" + 4 - 3"~ ! oszthato
4.2 = 8-cal és igy
(B"+2-3"" 1)+ (4-5"+4-3" ) =5"1+2.3" +1

szintén oszthato 8-cal. Ha tehat a tétel igaz n-re, akkor igaz (n + 1)-re is; amde n = 1, 2-re igaz volt, tehat helyes
marad n = 3-ra, ebbdl ismét n = 4-re is és altaldban n-nek minden pozitiv egész szdmu értékére.

(Engel Sindor, Budapest.)
Masodik megoldds.

5= (mod 8) 3=3 (mod 8)
52=25=1 (mod 8) 32=9=1 (mod 8)
53=5 (mod 8) 32=9=1 (mod 8)
57=25=1 (mod 8) 3*=3 (mod 8)

52" =1 (mod 8)

32" =1 (mod 8)

52"+l =5 (mod 8) 32"+t =3 (mod 8)

1°. Ha tehat n = 2m, akkor
5" +2-3"141=142-31=8=0 (mod 8).
2°. Ha pedig n = 2m + 1, akkor
5"4+2.-3""141=5+2-1+1=8=0( (mod 8).

(Foldy Zoltin, Budapest.)

Harmadik megoldds.
5423 1= (44 1) 24 - 1) L

A (4 +1)" hatvanyozast elvégezve a binominalis-tétel segitségével, az elsé (n — 1) tag mindegyike oszthato 4> = 16-
tal, tehét
4+1)"=16-A+n-4+1

és hasonloképp
A-1D""'=4.-B+(-1)",

tehat

5"4+2-3"1 41 =164+4n+1+8B+2-(-1)" ' +1=
=8-C+dn+2-(-1)""" 42

a) Ha n paratlan, akkor (n & 1) paros, tehat

An4+2-(-)" ' 42=dn+2+2=4(n+1)



szintén oszthatd 8-cal,
b) ha pedig n péros, akkor (n — 1) pératlan, tehét

An+2- (=)' 42=4n
ismét oszthatd 8-cal.

(Klein Pdl, Budapest.)

Negyedik megolddas.
5" 42-3" 41 = 4+ )"+ 22+ 1) 1

Amde
(4412 =16-A+4n+1,
C+1)" " =4-B+2(n—1)+1,
tehat

5" +2-3" 1 +1=16A+8B+4n+4(n—1)+1+2+1=
=16A+8B+8n=8-C.

(Oszvald Ferenc, Budapest.)

Otodik megoldds.
5" 4+2-3" 14 1=5.-(8—3)"""+2.3""1 41

Amde
8-3)" =8 A+ (-1)" -3,

tehat
N=5"4+2.3""141=8. A+ (-1)""-5.3""14+2.3""1 41,

a) Ha n paratlan, tehat n — 1 paros, akkor
N=8A+5-3""1+4+2.3"14+1=8-A+7-3"""+1=
=8A"+(8-1)-3""'+1=84"+8-3""" - (3" —1).

Feltételiink szerint n — 1 = 2m, tehat

3"l 1=9"-1=8+1)"-1=8B+1-1=8B
és igy
N =8A"+8-3""! +8B.
b) Ha n péaros, tehat n — 1 paratlan, akkor
N=8A-5-3""14+2.3"1 4+ 1=84"-3"+1=84"— (3" - 1).
Feltételiink szerint n = 2m, tehat
3"—1=9"-1=8+1)"-1=8B+1-1
és igy
N =8A"-8B.
(Okolicsdnyi Ferenc, Budapest.)

Hatodik megoldds. Legyen
Sp=5"+2.3"1 4+ 1.

akkor S; =8, S2 = 4-8,... oszthatok 8-cal. Tegyiik fel, hogy Sj is oszthato 8-cal és vizsgaljuk meg, hogy S+ is
oszthato-e 8-cal?

Sppr1 =51 42. 3 p1=(4+1)5F+2.3.3" 1 41 =
=5"+2.3F 1414455 + 371,



Amde a zérojelben 4llo két paratlan szém dsszege paros, tehat 4(5% + 3%71) oszthato 4 - 2 = 8-cal és igy Sk41 is
oszthat6 8-cal, stb.

(Radd Tibor, Budapest.)

Hetedik megoldds. Segédtétel:
"= (z—1)[(z—1)-E+n]+1,

ahol x, n és E egész szamokat jelentenek.

Bizonyitds.
g —1=(@-1D@E" T+a" P+ 2P +a+]) =
—@-D[E =)+ @)+t (@2 =)+ @ - 1)+,
Amde 2" ' —1, 2" 2 —1, ..., 22 — 1, 2 — 1 mindegyike oszthat6 (z — 1)-gyel, tehat
g —1=(x—-1)[(x—1) - E+n],
vagyis

x"z(x—l)[(x—l)E—i—n}—i—l.
Segédtételiink szerint
5"=4-(4-E1+n)+1=16-E1+4n+1,
23" =2{2.-(2-Ey+n—1)+1} =8Fy +4n — 2,

tehéat
5" +2-3"" 1 4+ 1=16F, + 8F5 + 8n.

(Stogkovits Ivin, Budapest.)



