
Segédtétel: Két 0-tól és egymástól különböz® α és β egész szám négyzetének különbsége 3 és −3 között nem lehet.

Bizonyítás. Minthogy

(−α)2 − (−β)2 = (−α)2 − β2 = α2
− (−β)2 = α2

− β2,

azért tételünket elégséges positív α és β számok esetén kimutatni.

1◦. Legyen α > β, akkor

α = β + β′,

a hol β′ 0-tól különböz® positív egész szám. Ekkor:

α2
− β2 = (β + β′)2 − β2 = 2ββ′ + β′2

az α2
− β2

tehát legkisebb, ha β és β′
a legkisebb positív egész számmal, azaz 1-gyel egyenl®k, mikor is

α2
− β2 = 3.

2◦. Ha α < β, akkor

(α2
− β2)max = −(β2

− α)2)min = −3.

I. Legyen a és b legnagyobb közös osztója d, tehát:

a = αd és b = βd,

a hol α és β relativ prímszámok, akkor:

(I.)

a2 + b2

a2 − b2
=

α2 + β2

α2
− β2

Ha (I.) egész szám, akkor az 1-gyel nagyobb, illet®leg kisebb

(II.)

α2 + β2

α2
− β2

+ 1 =
2α2

α2
− β2

és

α2 + β2

α2
− β2

− 1 =
2β2

α2 + β2

számok is egészek, vagyis 2α2
is, meg 2β2

is osztható (α2
− β2)-tel. De α és β és velük együtt α2

és β2
is relatív

prímszámok, tehát (II.)) számok sak akkor lehetnének egészek, ha 2 többszöröse lenne (α2
− β2)-nek, a mi pedig

segédtételünk értelmében, egymástól és 0-tól különböz® a és b egész számok esetében, lehetetlen. Tehát a (II.) és velük

együtt az (I.) szám sem lehet egész.

(K®nig Dénes, Budapest.)

A feladatot még megoldotta: Pintér Miksa.

(Mindkét megoldó a segédtételt sak felhasználja, de nem bizonyítja).
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