
I. Els® sorban számítsuk ki Sr értékét, ha r ≤ n−1. Az ArBrC, BrCrA és CrArB háromszögekb®l a osinus-tétel

alapján:

(1) c2
r
= (r + 1)2b2 + r2a2 + 2r(r + 1)ab cos γ

(2) a2
r
= (r + 1)2c2 + r2b2 + 2r(r + 1)bc cosα

(3) b2
r
= (r + 1)2a2 + r2c2 + 2r(r + 1)ac cosβ

E három egyenletet összeadva, kapjuk:

(4) Sr = (r + 1)2S + r2S + r(r + 1)(2ab cos γ + 2bc cosα+ 2ac cosβ),

de

2ab cos γ = a2 + b2 − c2

2bc cosα = b2 + c2 − a2

2ac cosβ = a2 + c2 − b2

s így

2ab cos γ + 2bc cosα+ 2ac cosβ = a2 + b2 + c2 = S

mit (4)-be téve:

(5) Sr = S[(r + 1)2 + r2 + r(r + 1)] = S[(r + 1)3 − r3].

E képletben r helyébe rendre a 0, 1, 2, 3, . . . n− 1 értékeket téve, kapjuk, hogy.

S = S(13 − 03)

S1 = S(23 − 13)

S2 = S(33 − 23)

. . .

. . .

Sn−2 = S[(n− 1)3 − (n− 2)3]

Sn−1 = S[n3
− (n− 1)3].

Ezen egyenleteket összeadva:

S + S1 + S2 + . . . + Sn−1 = n3S.

II. Az ArBrCr háromszög területe (tr) egyenl® az ABC, ArBrC, BrCrA és CrArB háromszögek területeinek

összegével. De az ArBrC, BrCrA és CrArB háromszögek alapjai r-szer, magasságai (r + 1)-szer akkorák, mint az

ABC háromszög megfelel® alapjai, illetve magasságai, miért is:

(6) tr = t+ 3r(r + 1)t = t[(r + 1)3 − r3].

Az el®bbi eljárást megismételve, sak S helyébe mindenütt t-t írva, kapjuk, hogy:

t+ t1 + t2 + t3 + . . .+ tn−1 = n3t.

III. Osszuk el (5)-öt (6)-tal és tegyünk r helyébe rendre 1, 2, 3 . . . (n− 1)-et, úgy nyerjük, hogy:

S1

t1
=

S2

t2
=

S3

t3
= . . . =

Sn−1

tn−1

=
S

t
=

onst.

(Friedmann Bernát.)
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