Megoldas. Megmutatjuk, hogy a keresett szam 1991; altalaban n piros pont esetén, ahol n > 3, 2n — 5 kék
pontra sziikség lehet, tébbre nem.

Ps

3. dbra

Elgszor olyan P;, ¢ = 1,2,...,n pontrendszert adunk meg, amelyikhez legalabb 2n — 5 kék pontra van sziikség. Egy
P, P, P3 haromszogbe rajzoljunk példaul egy Ps-bol indulé, a Py P oldal egy belsé pontjaig mend korivet, és ennek a
belsejében jeloljiik ki sorra a tovabbi n — 3 pontot (8. dbra.) Ekkor a Py PP, 11, PaP;Pii1 (3<i<n-—1)ésa P PP,
haromszogek koziil semelyik kettének sincs kozos belsé pontja, tehat mindegyik belsejében kell kék pontnak lennie.
Igy legalabb

2n—3)+1=2n-5
kék pontra van sziikség.

Legyen most Py, Ps, ..., P, tetszés szerinti piros pontrendszer. Eljarast adunk a kék pontok elhelyezésére. Valasz-
tunk egy e egyenest, amelyik nem parhuzamos semelyik P; P; egyenessel, és egy elég kis d tavolsagot, példaul kisebbet
az Osszes piroscsicst haromszog magassagainal. Ez lehetséges, mert csak véges sok pontpar és véges sok haromszog
van.

Huazzunk most mindegyik P; ponton at egy e-vel parhuzamos e; egyenest. Ekkor lesz olyan e,,, amelyiknek az egyik
oldalédn nincs piros pont, és olyan e,, amelyiknek az e,-t nem tartalmazoé oldalan nincsen.

Ezeken az egyeneseken nincs piros pont P,-n, illetéleg P,-n kiviil, mert nincs harom egy egyenesen levé piros pont,
e valasztasa szerint pedig ezeken az egyeneseken kett sem lehet. Minden tovabbi e; egyenes metszi a P, P, szakaszt,
ami a pontrendszer konvex burkanak a belsejében halad.

Helyezziink egy-egy kék pontot minden olyan P; kezdSpontu félegyenesre P;-t6l d tavolsdgban, amelyiknek van kézos
pontja a konvex burok belsejével. Ezzel a feladat kdvetelményeit teljesitettiik. Egy piros csticstt haromszog csicsain 4t
htzott egyenesek ugyanis kiilonboznek az oldalegyenesektdl. Igy az egyik egyenes valamelyik félegyenesének van kozos
pontja a haromszog belsejével. Az ezen kijelolt kék pont d valasztasa folytan a héromszog belsejében van.

Szamoljuk Gssze a kék pontokat. Két-két kék pontot helyeztiink a konvex burok belsejében levd piros pontok
kozelébe, egyet-egyet a konvex burok hataran levé piros pontokhoz, kivéve P, és P,-t, amikhez nem helyeztiink kék
pontot. Jeloljiik b-vel a konvex burok cstcsainak szamét. A burok oldalszakaszainak belsejében nem lehet piros pont,
igy a burok belsejében n — b piros pont van. A kék pontok szama tehat

2n—b)+b—-2=2n—-b—-2<2n-—>5.
Ezzel a bizonyitandé allitds masodik részét is belattuk.

Megjegyzések: 1. Parhuzamos egyenesek helyett valaszthatunk egy O pontot a konvex burkon kiviil agy, hogy ne
legyen rajta semelyik P;P; egyenesen se, és az e; = OF; egyeneseken helyezziik el a kék pontokat a fenti el6iras szerint.

2. Konnyen lathato, hogy az altalanos esetben is sziikség van 2n — b — 2 kék pontra. Ez kovetkezik, ha belatjuk,
hogy barhogyan is bontjuk a pontok konvex burkat olyan haromszogekre, amelyek koziil semelyik kettének nincs kozos
bels6 pontja, a haromszogek szama mindig 2n — b — 2. Ez akkor is igaz, ha lehet ketténél tobb pont is egy egyenesen,
csak nem mind.

Létezik a kivant tulajdonsagu felbontas. Egy ilyenhez juthatunk példaul dgy, hogy a pontrendszer konvex burkat
haromszogekre bontjuk egy cstcsbol induld atlokkal, majd vesziink egy-egy pontot, amelyik nem csiicsa megrajzolt
haromszognek, és 6sszekotjilk az 6t tartalmazd haromszog vagy haromszogek csicsaival. Véges szamu pont esetén igy
véges szamu lépésben kivant tulajdonsagua felbontashoz jutunk.

Egy kivant tulajdonsagu felbontas haromszogeinek szaméat h-val jelolve ezekben a szogek 6sszege h - 180°. Ezeknek
a szogeknek a cstcsai pontrendszeriink pontjai. A konvex burok belsejében levs pontok mindegyike koriil 6sszesen 360°
keletkezik (a felbontastol fiiggetleniil). A konvex burok hataran levs pontok koril keletkezs szogek Gsszege viszont egy
b-szog szogeinek dsszegdl, ami (b — 2) - 180°. gy

h-180° = (n —b) - 360° + (b—2) - 180°, tehat h=2n—b—2,

amint allitottuk.

! Ha egy sokszdg oldalszakaszain tovabbi pontok vannak, és ezeket is csucsoknak tekintjiik egyenként 180° belss szdggel, akkor a szogek
Osszegére vonatkozd formula nyilvanvaléan érvényben marad.



