2. Egy konvex testnek két haromszdglapja €s harom négyszoglapja van. Kdssik dssze az eqyik hdromszoglap mindegyik
csucsdt a vele szemkdozti négyszoglap dtloinak metszéspontjival. Bizonyitsuk be, hogy a hdrom egyenes egy ponton megy
dt.

Megoldas. Meg kell hataroznunk a test alakjat. Egy négyszoglap éleihez csatlakozik mind a négy tovabbi lap.
Mivel a test konvex, igy a testet a négyszoglapok sikjai altal hatarolt egyik konvex térrészbsl a haromszoglapok sikjai
metszik ki.

1. dbra

Ez a térrész egy triéder (haromoldalu testszoglet, amelyiknek a lapszogei 180°-nél kisebbek), vagy végtelen, harom-
oldala hasab (1.dbra). Ennek a hatarlapjain a tovabbi két metsz6 sik kozott négyszogeknek kell keletkeznitik, tehat a
két sik metszésvonalanak a térrészen kiviil kell lennie, vagy parhuzamos a két sik. A haromszoglapoknak tehét nincs
kozos pontja.

Legyenek ezek a lapok A1 B1C1 és AsB2Co, a tovabbi élek pedig Ay As, B1Bs, C1Cy (2. dbra). Jeloljiik a By BoCoCh,
0102A2A1, A1A2B2B1 lapok atloinak a metszéspontjat rendre Ag, Bg, C’g—mal, és nézzik az A1A3, BlBg, 0103
egyeneseket.

2. dbra

Az Ay B1C5 sikmetszet B;Cy oldalanak belsé pontja As, A;Cs-nek pedig Bs, igy A1 As és By B3 metszi egymast a
haromszog belsejének egy M pontjdban. Hasonl6an lathat6, hogy C1C5 is metszi A; As-at is, By Bs-at is.

Az Ay B1C5 siknak egyik oldalara esik C7, a mésikra Ay és Bs, tehat Cy és Cj is ellenkezd oldalara esik. C7Cs-nak
tehat egy kozOs pontja van a sikkal, és igy csak akkor metszheti A; As-at is, By Bs-at is, ha ez a pont M. A harom
egyenes tehat egy ponton megy keresztiil, és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések: 1. A megoldast tobben arra a tételre hivatkozva fejezték be, hogy ha harom egyenes paronként metszi
egymast, akkor vagy egy sikban vannak, vagy egy ponton mennek keresztiil. Ez igaz harom helyett akdrhany egyenesre,
és igy lathaté be. Ha egy ponton mennek at az egyenesek, akkor igaz az allitds. Ha ez nem 4ll, akkor vegyiink egy
P metszéspontot. Egy e egyenes, amelyik nem megy at P-n, a P-n atmend egyeneseket (tehat legalabb két egyenest)
P-t6l kiilonb6z6 pontban metsz. Ekkor azonban a P-n atmend egyenesek benne vannak a P és e altal meghatarozott
sikban. Ebben a sikban minden tovabbi egyenes is benne van, hiszen kiilonb6z6 pontokban metsz legaldabb két P-n
dtmend egyenest.

2. A feladat megoldasaban valojaban harom metszd sikrol van sz6, az A1 B;Cy haromszogén kiviil az A; BoCy és az
Ay B1Cy haromszog sikjarol. A fenti megoldas egy valtozatahoz jutunk, ha azt latjuk be, hogy A1 As, B1B3 és C1Cs
ezek koziil rendre két-két sik metszésvonala, és ezek nem lehetnek parhuzamosak.

3. Bar a megoldas soran ismételten hivatkoztunk a test konvex voltara, ez tobbnyire csak bizonyos metszéspontok
létrejottének a biztositasdhoz kellett. Felmeriil a kérdés, hogy ez nem biztosithato-e egyszertibb feltételekkel is. Ennek
végiggondolasat az olvaséra hagyjuk.

4. A feladat megfogalmazhato sikbeli feladatként, csak azt kell figyelembe venni, hogy a test alakjat vizsgalva
arra jutottunk, hogy A; As, B1Bs és C1Cs egy ponton megy keresztiil, vagy parhuzamosak. A feladat tehat igy szol:



Az A1 Ay, B1Bs, C1C5 egyenesek egy ponton mennek keresztiil, vagy parhuzamosak. A; Bs és B1As, B1Cs és C1Bo,
C1 A5 és A1Cs metszéspontjat sorra Cs, As, Bs-mal jelolve bizonyitando, hogy A; Az, B1Bs és C1C35 egy ponton megy
keresztiil, vagy parhuzamosak. (Feltessziik, hogy As, Bs és Cj5 létrejon.) Bizonyitasra kényelmes tt az abrat egy térbeli
alakzat vetiileteként felfogni. Egy sikban maradé bizonyitas igen nehéznek latszik.



