I. megoldas. A nevez$ pozitiv, mert a feladat feltételei mellett b 4+ ¢ > 1, és igy
b+c)">b+c>ec
Elegendd ennek folytan a nevezdvel atszorozva keletkezd
(1) (ab+¢)" —c<a™b+c)" —a"c

egyenlGtlenséget bizonyitani. Ezt teljes indukcioval tessziik. Az n = 1 esetben egyenl@ség all fenn.
Jeloljiik a bal oldalt A,-nel, a jobb oldalt B,-nel. Tegyiik fel, hogy n-nek valamilyen m értékére A,, < B, és
nézziik meg, mennyivel valtozik az egyik oldal, mennyivel a masik, ha m-et eggyel noveljiik.

Apg1 — A = (ab+ )™ (ab+c—1).
Bipi1—Bn=ad"(b+¢)"(ab+ac—1)—a™(a—1)c.

Az ab+ ac — 1 kiilonbségrél a konnyebb Osszehasonlitas érdekében ab + ¢ — 1-re térve, majd az els6 tag elsé és masodik
tényezGjét egy hatvannya alakitva az utébbi kiillonbség igy irhato:

Byy1— B =a"(b+c)"(ab+c—1)+a™(b+c)"(ac—c) —a"(a — 1)c =
=(ab+ac)™(ab+c—1)+a™(a—1)c[(b+ )™ —1].

Itt az els6 tag nagyobb az A,,,1 — A,, kiilonbségnél, ha a > 1, mert ab + ac > ab + ¢, a masodik pedig pozitiv. Igy
Bm+1 — By, > Aerl — Am, azaz Berl — Am+1 > B, — A

Indukcios feltevésiink szerint a jobb oldal nem negativ, igy a bal pozitiv. Ezzel azt lattuk be, hogy ha (1) teljesiil egy
n értékre, és a > 1, akkor minden nagyobb értékre méar szigoru egyenlétlenség érvényes (1)-ben.

Mivel n = 1-re egyenlGség &ll (az eredeti egyenlStlenségben minden a, ¢ és 0-t6l kiilonb6z6 b értékre), igy (1)-ben
és az eredeti egyenl6tlenségben is a < jel érvényes minden 1-nél nagyobb n egészre és 1-nél nagyobb a-ra.

Ha a = 1, akkor egyenl6tlenségeink egyenlGségbe mennek at. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk, és tisztaztuk azt
is, hogy milyen esetekben all fenn egyenlGség.

II. megoldas. Feltehetjiik, hogy n > 1 és a > 1, mert n = 1 esetén a két oldal egyenld, barmi is a, és hasonldéan
egyenlgség all fenn a = 1 esetén minden n-re.
Az (1) egyenl6tlenséget bizonyitjuk. Rendezziik at a kovetkezs modon:

(2) c(@a” —1) <[a(b+ )" — (ab+ c)".
Alkalmazzuk mindkét oldalra az n > 2 esetén érvényes
Up —Vp = (u—0) (W u" 204 F w2 ")
azonossagot. A jobb oldalon az alapok kiilonbsége c(a — 1), igy a bizonyitando éllitas a kovetkezs alakot oOlti:

cla—D@" a2 +...+a+1)<cla— D@ b+e)" 4+
+a"2(b+ )" 2(ab+c)+ ... +a(b+c)(ab+ )" + (ab+ )" ).

Itt a vizsgalt esetben c(a — 1) pozitiv, a zarojel j-edik tagjaban pedig a’ a bal oldalon 1-gyel van szorozva, a jobb
oldalon viszont
ab+c>b+c>1

folytan 1-nél nagyobb szammal. Az utolsé egyenlGtlenség tehat a vizsgéalt esetekben szigoru egyenlGtlenséggel helyes.
Csupa ekvivalens atalakitast végeztiink, tehat a bizonyitando6 egyenlétlenség is szigord egyenlGtlenséggel érvényes,
kivéve, ha n = 1, tovabba ha a = 1. Ezzel az el6z6 megoldasban is nyert, valamivel élesitett allitast nyertiik.

Megjegyzések: 1.Figyeljik meg, hogy mind a nevezd pozitiv voltdnak a belatasanal, mind az (1) egyenlGtlenség
bizonyitédsanal csak annyit hasznéltunk, hogy b+ c¢ > 1, b > 0, igy elég lett volna csak ennyit tenni fel b > 1 helyett.

2. A (2) egyenl6tlenséget belathatjuk gy is, hogy a jobb oldalt a binomialis tétel szerint kifejtjiik és a b egyenls
hatvanyait tartalmazé tagokat 0sszevonjuk. Ekkor a legmagasabbfoku tag kiesik, a kévetkezs

na" " a — 1),

a tobbiben pozitiv tényezdk a* — 1-gyel vannak szorozva (k = 2,...,n), ami pozitiv.
A bal oldalt a fenti modon alakitva szorzatta (a — 1)c szorzdja egy n-tagu Osszeg, aminek a tagjai a-nak n-nél
kisebb kitev6ji hatvanyai, és igy nem nagyobbak a!-nél, tehat a” 10" 1-nél sem. Az egyenlStlenség tehat teljesiil.



II1. megoldas. A feladat annak a belatasat kivanja, hogy a

(bx + )" —¢

P(z) =a" - b+ —c

polinom olyan fiiggvényt allit el§, amelyik nemnegativ, ha x értéke legalabb 1.

Ha n = 1, akkor a 0 polinommal van dolgunk, hacsak b # 0.

Ha n > 2, akkor P(1) = 0. Igy az 4llitas bizonyitasihoz elég azt megmutatni, hogy a fiiggvény novekszik, z > 1,
ehhez pedig azt, hogy a derivaltja pozitiv ezekre az értékekre. A derivalt

oa oty _nle oo el on ko)

P'(z)=n (wnl - (b+c)r—c (b+c)r—c

A nevezdre a binomidlis tételt alkalmazva

(b+c)"—c=b"+nb"ted+. ..+ —c>b +nb" le—c=
=b"+ (nb"t —1)e>b" > 0.

A szamlalot igy irhatjuk:
n(b[(br+cx)" ' —(bz+c)" 4" [(b+e)" = 1)]).

Itt, mivel n > 2, x > 1ésb+c > 1,
br+cx>br+c>b+c>1,

tehat az els6 kiilonbség nemnegativ, a masodik pozitiv, és igy a szamlalo is pozitiv, tehat P’ is, és ezt akartuk belatni.



