I. megoldas: A szamelmélet alaptétele értelmében d primszamhatvanyok szorzatara torténd felbontasaban csak
azok a primszamok szerepelhetnek, amelyek pn? felbontasaban szerepelnek, és legfeljebb akkora kitevén, mint az utobbi
felbontasban. Igy ket esetet kiilonboztethetiink meg. Ha p nem szerepel d felbontasaban, akkor d osztoja n2-nek is, ha
pedig szerepel, akkor d = pd’, ahol d’ osztoja n*-nek.

Feltétel szerint van olyan m pozitiv egész, amelyre az els6 esetben

d+n?=m? amasodikban pd +n?=m?.

Véve d, illetSleg d' egy tetszés szerinti ¢ prim osztojat, azzal n? és m? is oszthato. Mivel a primtényezés felbontas

lenyegében egyértelmi, ez csak ugy lehetséges, ha az alapok is oszthatok g-val, és igy n? és m? oszthato ¢>-tel.

Ekkor d, illetsleg d’ is oszthato ¢>-tel, kivéve a masodik esetben, ha ¢ = p. Az emlitett eset kivételével tehat
egyszertsithetiink ¢°-tel, és

d* +n%=m"?, iletsleg pd* +n?=m"

alakn Osszefiiggésekhez jutunk, ahol d* osztoja n'?-nek.

Ha a mésodik esetben ¢ = p, akkor is oszthatunk ¢>-tel, csak akkor a fenti elsé tipust egyenlethez jutunk, ahol d*
most is osztoja lesz n'?-nek.

Az eljarast megismételhetjiik sorra d* minden prim osztdjara, és igy azt kapjuk, hogy van olyan pozitiv egész nq
és m1, amelyekkel fennall, hogy

(1) 1+n2=m? vagy p+ni?=m

Az eljaras soran minden lépésben n egy ¢ prim osztdjanak a négyzetével egyszertsitettiink, tehat végiil is egy olyan
no? egésszel, amelyikre
n=niny ¢é d= n22, illetSleg d = pn22.
Az (1) alatti els6 egyenlet nem allhat fenn, mert két pozitiv négyzetszam kiilonbsége legalabb 3. A méasodik
egyenlGségbsl
p=(m1+n1)(mi —nq).

Mivel p primszam, igy ebbsl
mi+n,=p, mp—ny =1, tehdt 2n; =p-—1.

Ezzel azt kaptuk, hogy a feladat feltételei akkor teljesiilhetnek, ha
1 ) 9
n:§(p—1)n2 és d=pny”.

Ezekre o 1 A - )
+n° = {p—i— [i(p—l)} }n2 = [i(p—i-l)} n; = [i(p—l—l)ng}

valoban négyzetszam.

1
Eszerint valoban legfeljebb egy megfelels d van, éspedig akkor van ilyen, ha n oszthato §(p —1)-gyel.

Megjegyzés: Nem hasznaltuk ki a megoldas soran, hogy p pératlan, viszont p = 2 esetben az (1) alatti méasodik
egyenldség sem allhat fenn, tehéat nincs a feladat feltételeit kielégité d szam. Ennek bizonyitasat kivanta az 1953. évi
verseny 2. feladata [l

Valamivel révidebb megoldast kapunk, ha felhasznaljuk az tgynevezett eukleidészi lemmat, amelyik szerint ha egy
szam osztoja egy szorzatnak, de relativ prim az egyik tényez6hoz, akkor osztdja a masik tényezdnek.

II. megoldas: Feltétel szerint van olyan k és m egész, amelyekre

pn?=dk és d+n?=m>

Jeloljiik n és m legnagyobb kozos osztojat d’-vel. Ekkor n = d'n’, m = d'm’, ahol m’ és n’ egymashoz relativ prim.

A fenti masodik egyenlGséget k-val végigszorozva és felhasznalva az els6t és az utolsd két egyenlGséget, az elGbbi
igy irhato:

(p+ k)d*n/? = kd?m/?, amib6l (p+ k)n? = km'.

A primtényezds felbontas egyértelmisége folytan m'-nek és n"?-nek csak olyan primek lehetnek osztoi, és igy kozos
osztoi is, amelyek az alapoknak is osztoi, ami esetiinkben azt jelenti, hogy a két négyzet relativ prim. Az eukleidészi
lemma szerint tehat n'?, ami osztdja a jobb oldalnak, kell, hogy az els6 tényezének legyen osztéja. Alkalmas k' egésszel
tehat

k=n"k.
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Ezt beirva utolsé egyenlGségiinkbe és egyszertsitve azt kapjuk, hogy
P + nl2/€I _ klml2

vagy atrendezve
p= kl(ml2 _ n/2) — kl(ml _ n/)(m/ + n/)'

Mivel p (pozitiv) osztoi csak 1 és p, igy a jobb oldalon egy tényezs értéke p, a masik kettéé 1, és mivel az utolso
tényez6 nagyobb az el6tte alloénal, igy

(p—1), n= %(p— Ld'.

N | =

m +n'=p, kK=m'—-n"=1, tehat n =
Mindezeket beirva az elsé feltételi egyenlGségbe és egyszertsitve azt kapjuk, hogy
d = pd?,
tehat p és n meghatérozza d-t — feltéve, hogy egyaltalan létezik megfelelS d; ennek pedig az a feltétele, hogy n oszthatd
legyen %(p — 1)-gyel.
ITI. megoldas: Legyen m olyan egész szam, amelyikre d + n? = m?, azaz
d=m?—n?= (m+n)(m—n).
Jeloljiik m + n és m — n legnagyobb kozos osztojat d’-vel. Ekkor alkalmas b és ¢ egészekkel
m+n = bd, m—n=cd,
ahol b és c relativ prim egymashoz, b > c és
d = bed?, 2n = (b—c)d'.
Az, hogy d osztoja pn-nek, azt jelenti, hogy van olyan k egész, amellyel
pn? = dk,
vagyis 4-gyel szorozva és a fent talaltakat beirva
p(b—¢)’d? = 4bedk, amibsl p(b — ¢)® = 4bck.

Mivel b-nek és c-nek nincs 1-nél nagyobb kozos osztdja, igy b-nek és c-nek b — c-vel sem lehet 1-nél nagyobb kozos
osztoja. Ekkor azonban mind a kettd p-nek kell, hogy osztéja legyen, tehat

1 2
b: :1 i k: _ _1 /: .
p, c=1, figy {2(17 )] , d Pt

2
2n
d=p(—) .
p<p—1>

1
Ezzel azt kaptuk, hogy p és n mar meghatarozza d-t. Egyben azt is kaptuk, hogy ilyen d akkor van, ha n az §(p— 1)

ezekbdl pedig

tobbszorose.

1
Megjegyzések: 1. Ha p = 2, akkor csak annyi valtozik, hogy §(p — 1) nem egész, s igy semmilyen n-hez nincs

megfelels d.
2. Mind a harom megoldas médot ad az alkalmas d osztok megkeresésére akkor is, ha p helyébe tetszés szerinti
Osszetett szamot frunk. Ekkor lehet tobb ilyen d is.



