I. megoldas. Figyeljiik meg: ha az (a,b) pont nincs egyik tengelyen sem, és |a| # |b|, akkor a négy lehetséges lépés
koziil haromban tavolodunk az origotdl, a negyedikben kozelediink hozza.
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Valoban, két lehetséges 1lépés a megfelels koordinata abszolat értékét noveli, s mivel a masik koordinatat nem val-
toztatja, igy az origotol valo tavolsadgot is noveli. Ha a kisebb abszolut értékd koordinata abszolit értékének csokkentése
irdnyaba indulunk (10.a és 10.b) abra), akkor mar a masik koordinata egyszeresével lépve a megfelel§ tengely ellen-
kez6 oldalara keriiliink, majd még noveljiikk az abszolut értéket a nagyobb abszolat értékd koordinataéval, igy ennek
a koordinatanak az abszolut értéke novekszik. A negyedik esetben a nagyobb abszolut értékd koordinata csokkentése
irAnyaban a méasik egyszeresével 1épve az abszolut érték csokken. Tovabblépve lehet, hogy tovabb csokken, de most mar
novekedhet is, ha a tengely ellenkezd oldalara keriiliink, azonban kisebb lesz, mint a kisebb koordinata-abszolatérték
volt, tehat eredeti értékéhez képest csokken. Ez esetben tehéat kozelediink az origéhoz.

Jegyezziik még meg, hogy ha a koordinatak aranya nem raciondlis, akkor tovabblépés utan sem valhat azza, igy
egyik sem lesz 0, és egyenlGkké sem valnak. Ez teljesiil a feladatban adott pontra is.

Azt bizonyitjuk be indirekt uton, hogy ha egy pont egyik koordindtaja sem raciondlis szdmszorosa a méasiknak,
akkor abbdl indulva véges szami 1épésben nem térhetiink oda vissza. Tegyiik fel, hogy véges sok lépésben visszaérnénk.
Utols6 megjegyzésiink szerint egyik pont sincs koordinatatengelyen és koordinatéik abszolut értéke kiilonbozs. Ha az
elsé lépésben tavolodunk az origotol, akkor legyen Py az utnak az origotdl legtavolabbi pontja, vagy az ilyenek egyike,
és P,_1 az Ut mentén elGtte levs pont, Py a kovetkezd. A feltevés szerint mindkettd kozelebb van az origd-hoz, mint
Py, igy utobbi ismeretében egyértelmiien meg van hatarozva, hogy melyik pont a Pj41. Azonban P,-bdl megengedett
lépés visz Py_1-be is, és ezzel is kozelediink az origohoz. Igy a Pj-val szomszédos pontok egybeesnek. Ez viszont nem
megengedett.

Lehetséges volna még, hogy a P;-be vezets e]s6 1épés kozelebb vigyen az origohoz. Ekkor Py koordinatainak aranya
sem raciondlis és innen visszalépve a kiindulasi pontba, majd az oda visszavezetd utat forditott irdnyban téve meg, de
csak Pj-ig, olyan lépéssorozatot kapunk, amelyik ebb6l a pontbdl tér ide vissza. Ez mar az origotol valé tavolodassal
indul. Ez azonban a fenti gondolatmenet szerint nem lehetséges. Semmilyen véges lépéssorozattal nem juthatunk tehat
vissza kiindulasi pontunkba.

II. megoldas. Egy u + vv/2 alaka szamnal, ahol u és v racionalis, u és v egyértelmtien meg van hatarozva. Ha
ugyanis
p+rV2=5+1tV2, azaz (r—t)V2=s-p,

akkor r = ¢, mert kiilsnben v/2-re racionalis érték adodnék, azonban v/2 nem racionalis; ekkor pedig p = s. Az (1, \/5)
pontbol kiindulva minden pont koordinatai u + vv/2 alakiak valamilyen egész u és v szdmmal. (Nevezziik u-t a szam
egész OsszetevGjének.) Valoban, az (u + w2, w+ Z\/§) pontbol tovabb lépve vilagos, hogy a megvaltozé koordinata
djra ilyen alaka lesz.

Figyeljiikk meg azt is, hogy az itt szerepld egészek paros vagy paratlan volta sem valtozik meg, mert mindegyiket
péros egésszel valtoztatjuk meg.

Ugyancsak vilagos, hogy az (u,w) és a (v, z) parok kiilon-kilon a feladatban szerepls elSirasok szerint valtoznak,
egymast nem befolyasoljak.

Egy pontbdl kiindulva oda nem érhetiink vissza, ha mindig csak az egyik tengely iranyaban haladunk, az azonnali
visszalépés tilalma miatt. Igy az (1, \/5) pontbdl indulva valtoztatni kell valamikor az ordinatat is, ha vissza akarunk



jutni. Azaz a koordinatak egész sszetevGjének (1,0)-rol valamikor (1, 2¢)-re kell valtoznia, ahol e vagy 1, vagy —1.
Ezeket az egész Osszeteviket tekintve a tovabbiakban koordinataknak és a most emlitett 1épést elsé lépésnek, azt mu-
tatjuk meg teljes indukcioval, hogy a koordinatak abszolut értékének a nagyobbika minden 1épésben ng, és a kovetkezd
lépésben a nagyobb abszolat értéki koordinatat csak ugy valtoztathatjuk, hogy az abszolat értéke névekedjék. Ebbgl
kovetkezik a feladat allitasanak helyessége, mert ahhoz, hogy az (1, \/5) pontba visszajussunk, az egész OsszetevSk
maximumanak 1-nek kellene lennie, de ez mar az els6 1épés utan 2 lett.

Az els6 1épésben a maximum 1-r6l 2-re valtozott, és mivel az ordinata valtozott 0-rél 2e-re, ha ezt valtoztatjuk, a
visszalépés tilalma miatt csak 4e-re valtoztathatjuk. Tegyiik most fel, hogy a k-adik lépésben a feltételek teljesiilnek.
Ha a (k + 1)-edik lépésben a nagyobb abszolut értékd koordinatat valtoztatjuk, akkor az indukcids feltevés szerint
ennek abszolut értékét novelniink kell. Ezzel a maximum is névekszik, és ha a kdvetkezd 1épésben is ezt a koordinatat
valtoztatjuk, akkor csak az abszolut érték novelése iranyaban szabad. Ha viszont a kisebb abszolat értékd koordinatat
valtoztatjuk, akkor a bevezetSben adott elemzésben lattuk, hogy barmelyik irdnyba is mozdulunk, ennek a koordina-
tanak az abszolut értéke valik nagyobb4, és ha a kovetkezd 1épést is ennek a koordinatanak az irdnyaba tessziik, akkor
csak az abszolit érték novelése iranyaban léphetiink tovabb. Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Hasonlo gondo]atmenettel bizonyithat6 az is, hogy az abszolut értékek minimuma nem csékkenhet.

III. megoldas. Az el6z6 megoldasban abbol kovetkeztettiink a feladat allitasanak a helyességére, hogy ha az (1,
0) pontbdl elindulva egyszer elmozdulunk a tengelyrol, akkor a koordinatak abszolat értékének a maximuma mindig
né. Ezt most indirekt uton latjuk be.

Induléaskor az elsé koordinata paratlan, a mésodik paros, igy ez minden lépés utén is igy lesz, mert minden koor-
dinéta csak paros egésszel valtozhat. A két koordindta abszolutértéke tehat mindig kiilonb6z6.

Tegyiik fel, hogy valamelyik lépésben nem névekedne a koordinaték abszolat értékének a maximuma. Ekkor keressiik
meg az els6 ilyen 1épést. Legyen a kiindul6 pont nagyobb abszolat értékd koordinataja a, a masik b. A 1épés csak a
valtoztatasa, és pedig abszolat értékének csokkentése lehet, mert lattuk, hogy ha b-t valtoztatjuk, akkor ennek abszolut
értéke |al-nal nagyobb lesz, és ez igaz akkor is, ha a abszolut értékét noveljiik.

Az el6zb lépésnek novelésnek kellett lennie. A visszalépés tilalma miatt ez nem torténhetett az a koordinéta
iranyaban. Ha a b — 2ea koordinéta valtozott b-re, ahol e = 1, vagy e = —1, ez a lépés csak ugy lehet ndvekedés, ha
a kiilonbség valoban kivonast jelol. A kiilonbség abszolat értéke ekkor 2|a| — |b|, és ez nem lehet nagyobb, mint [b|.
Ebbdl azonban az kovetkezik, hogy |a| < |b], el6bbi megallapitasunkkal ellentétben. A koordinatak abszolut értékének
maximuma teh&t minden lépésben noévekszik.



