I. megoldas. M = 1 természetesen megfelel, mivel k csak 1 lehet. Nagyobb M-ekre nézziik meg a k = 2 valasztast.
Tudjuk, hogy egy szam 9-cel osztva ugyanannyi maradékot ad, mint a szamjegyeinek az osszege. Igy

9M — S(M), és 9]2M — S(2M),
amibdl, kiilonbségiiket képezve,
9|2M — S2M) - (M —S(M))=M - S(2M)+ S(M) = M.

A feladat feltétele tehat az 1-en kiviil csak 9-cel oszthatéd szamokra teljesiilhet.
Tegyiik fel, hogy M egy n-jegyi szam, amelyre teljesiil a feladat feltétele:

10" < M < 10™,

és elsG jegye a(= 1), M = al0" ' + A, ahol A legfeljebb (n — 1) jegyt. (Lehet 0 is; ha n = 1, akkor csak az lehet.)
Mivel M oszthat6 9-cel, igy nagyobb 10"~ '-nél, tehat k valaszthato 10" ! + 1-nek. Ekkor

EM = (10" + 1)M = 10" Y(M + a) + A.

Az els6 tag (n — 1) darab 0-val végzddik, a masodik legfeljebb (n — 1)-jegyt, tehat az 6sszeadasnal minden jegyét 0-hoz
kell adni. A szamjegyOsszeg tehat a két tag jegyOsszegének az Osszege.

Az els6 tag jegyOsszegét a végén allo nullak nem befolyasoljak, igy annak jegyOsszege S(M +a). A jegyei azonosak
M jegyeivel, a kivételével, igy S(A) = S(M) — a. A feladat feltétele tehat akkor teljesiil, ha S(M + A) = a.

Ha M + a is n-jegyt, akkor elsé jegye vagy a, és ekkor van még 0-t6l kiilonb6z6 jegye, mivel nagyobb M-nél, vagy
pedig a 4+ 1 az elss jegye. JegyOsszege mindkét esetben nagyobb a-nal. Ha M + a (n + 1)- jegy(, tehat legalabb 10",
akkor

10" >M 210" —a 210" — 9,

ebbe a szamkozbe pedig csak egy 9-cel oszthato szam esik: 10" — 1, vagyis az n darab kilencessel irt szam. (n tetszGleges
pozitiv egész szam.)
Megmutatjuk, hogy az ilyen alakd szdmok megfelelnek. Legyen M = 10" — 1 és 2 < k < M. Ekkor

kM = (k—1)10" + 10" — k = (k — 1)10" + (10" — 1) — (k — 1).

Itt az els6 tag n darab 0-val végzddik, a masodik az n darab kilencessel irt szam, a kivonandé pedig legfeljebb n-jegyi.
Igy a jegyosszeg ismét az elsG tag jegyosszegének és a kiilonbség jegyosszegének az Osszege. Az els6 tag jegyOsszege
S(k — 1), a kiilonbség képzésénél pedig k — 1 minden jegyét 9-bél kell levonni, tehat atvitelre nem keriil sor. Igy a
kiilonbség jegyosszege 9n — S(k — 1). kM jegyOsszege tehat 9n, ami megegyezik S(M)-mel. Ezt akartuk belatni.

II. megoldas. Az el6z6 megoldasbol atvessziik azt, hogy csak 9-cel oszthato szamok jonnek szoba, és hogy az 1
és a 10" — 1 alaka szamok megfelelnek. Ezekre tamaszkodva latjuk be, hogy ezek mar megadjak az Osszes megfelels
szadmot.

Legyen M egy 1-nél nagyobb megfelel6 szam. Legyen hozza n az a pozitiv egész, amelyre (10" — 1)/9 < M <
(10" —1)/9. Az alsé korlatot valasztva k-nak

S(kM) = S((M/9)(10" — 1)).

Itt M/9 < (10"t —1)/81 < (10™ — 1). Mivel (10" — 1)-re teljesiil a feladat feltétele,
M
S (5(10" - 1> = S(10" — 1) = 9n.

Ha M n-jegyt, akkor ez csak ugy egyezhet meg S(M)-mel, ha M az n darab kilencessel irt szam, 10" — 1. Ha M
(n + 1)-jegyt, akkor elsg jegye csak 1 lehet és a tovabbi jegyei kozt kell O-nak lennie, mert kisebb a csupa egyessel irt
szamnal. Ekkor azonban jegyOsszege legfeljebb 1 + 9(n — 1) < 9n volna. A feltételnek tehat valoban csak a mondott
szamok felelnek meg.

Ez Fleiner Taméas megoldasa.

Megjegyzések: 1. Ugyanigy adodik tetszés szerinti b alapt szamrendszer esetén, hogy az 1 és a csupa (b — 1)-es
jeggyel irt szamok a kivant tulajdonsaguaak.

2. Lattuk, hogy a 9-cel nem oszthaté szamok mar k = 2-re sem elégitik ki a megkivant egyenl&séget. Nem latszik
azonban konnyt kérdésnek, hogy egy 9-cel oszthatd szamhoz melyik a legkisebb k, amelyiknél ez bekovetkezik. A II.
megoldés valamivel nagyobb k-ra mutatja ezt meg, mint az I. Sok szamhoz talalhato, azonban anndl is joval kisebb
»rossz” k érték. Mar a 2 ilyen pl. 324-hez, a 3 a 126-hoz, a 4 a 117-hez, az 5 a 351-hez, a 6 a 189-hez, viszont 198-hoz
az I. megoldas szolgaltatta 101 a legkisebb k érték. Nem nagyon latszik, hogy ez a legkisebb k érték a szam milyen
tulajdonsagaitol fligg.



