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1. dbra

A kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni (lasd az 1. abrat). A kor koézéppontja O, sugara r, az O-n at f-fel parhu-
zamosan huzott egyenes f*, metszéspontja e-vel M, az e és f kozti hegyes vagy derékszog «; egy f-fel parhuzamos f;
egyenes metszéspontja e-vel E, a korrel A és B (E, A, B sorrendben); AB felez6pontja C, a CO egyenes metszéspontja
e-vel, (ha létezik), F', OC = x, tekintsiik pozitivnak, ha C az e és f kozti hegyesszogi (illet6leg, ha merclegesek az
egyik) szOgtartomanyban van, negativnak, ha a masikban; végil OM = d.

I. megoldas. A feladatban szerepld szakaszokat kifejezziik a bevezetett mennyiségekkel. AB = 2AC = 2+/1r2 — 22,
E A meghatarozasahoz vetitsiik E-t és A-t f*-ra, vetiiletiik legyen Fy, ill. Ag. Ekkor AgA = x, ahol |z| < r és
EA=FEyAo=d— MEy— AgO =d — x ctg a — /1?2 — 22.

A keresett arany tehat
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Ez akkor a legnagyobb, ha a nevezében levs tort a legkisebb értékét veszi fel. Ez a tort pozitiv, mert d — x ctg a =
EoO = EC és e a koron kiviil van, tehat ugyanott veszi fel legkisebb értékét, ahol a négyzete, (d—x ctg a)?/(r* —2?).

Ha x r-hez, vagy —r-hez kozeledik, akkor a tort felvesz tetszés szerint nagy értékeket, igy legkisebb értékét a
szamkoz belsejében veszi fel, az tehat helyi szélsGérték is, s igy ott a tort derivaltja 0. A derivalt nevezGje pozitiv az

egész szdmkozben. Szamléldja

2(—ctg a)(d — z ctg a)(r* — 2?) — (=2x)(d — = ctg a)* =
=2(d — = ctg a)(dz —r? ctg ).

Lattuk, hogy az els6 zardjelben all6 mennyiség pozitiv, igy a derivalt a
(1) dzo = r? ctg a

Osszefiiggésnek eleget tevs helyen tiinik el. Itt negativ értékbdl megy at pozitivba, tehét a fiiggvénynek itt minimuma

van. (Ez egyébként abbol is kovetkezik, hogy csak egy szélsGérték adodott, egy minimumhelynek viszont kell lennie.)
To6bbféleképpen is szerkeszthetjiik zo-t. Ha xg = 0 (azaz a = 90°, e és f mer6leges), akkor az O-n &t e-re merdlegesen

hazott egyenesre a legnagyobb a kérdéses arany (ez egyébként kozvetleniil is vilagos). Ennek szerkesztése kozismert.
Ha « hegyes szog, irjuk (1)-et ilyen alakban:
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Messe az OF-nek a korrel valoé metszéspontjan at e-vel parhuzamosan hazott egyenes f*-ot G-ben (2. dbra). Ekkor
GO =r ctg a, (2) jobb oldala tehat a GO/M O arannyal egyenls. Ezt akarjuk tgy vetiteni, hogy a nevez6 r hosszusagu
szakaszba menjen at. Messe az MO és a kor metszéspontjan at M O-ra merélegesen allitott egyenes e-t H-ban, a H-
bol OF-re bocsajtott merdleges utobbit I-ben, végill FG és HI metszéspontja legyen J. Ekkor HI = r, és igy a
parhuzamos szelSk tétele szerint GO/MO = JI/HI = JI/r. A keresett o szakasz tehat JI. Ezt felmérve O-bol
OF-re és végpontjaban merglegest allitva OF-re kapjuk a keresett egyenest.

Megjegyzések: 1. A szel§ jellemzésére hasznalhatjuk pl. az AOC szbget, vagy mas paramétert is.

2. A (2) jobb oldalan allo tortet tg a-val bévitve az xo/r = r/d ctg « Osszefiiggeést kapjuk. Itt d tg « = OF (3.
abra), igy a nyert egyenlSségbdl leolvashato, hogy az AOC és az FOA haromszog hasonlo. Az O-nal levs szogiik
ugyanis kozos és egy megfelels oldalparjuk ardnya egyenlS. Az elébbi haromszog C-nél levs szoge derékszog, tehat az
utobbiban F'A merd6leges az OA korsugéarra. A keresett szel§ metszéspontjai a korrel tehat az F-b6l hizott érintsk
érintési pontjai. Ezt nem nehéz kozvetleniil belatni.
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3. dbra

II. megoldas: Legyen « hegyesszog. Az f-fel parhuzamos érintkre az AB/E A arany 0, aminél lehet nagyobb is.
Akkor a legnagyobb, amikor az AC'/E A arany, ez pedig akkor, amikor a reciproka a legkisebb. Azt még 1-gyel novelve

a
’ BA | _BA+AC _EC

AC - AC AC
arany minimumat szolgéltaté szel6t keressiik.

4. dbra

F A és MO metszéspontjat Ai-gyel jelolve EC/AC = MO/A;0 (4. abra). Itt a szamlalo nem fiigg a szels helyze-
tétsl, igy az arany akkor a legkisebb, amikor a nevezd a legnagyobb, ez pedig az F-b6l hiizott érint6 érintési pontjara
teljesiil.

Az F-bdl huzott érintdk érintési pontjat az OF atmeérdji kor metszi ki az adott kérbdl.
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5. dbra

Legyen most fi ezeken a pontokon &tmend szels, f' egy maésik, és azon E’, A’, C' a megfelel6 metszéspontok, A*
pedig az F A-val valé metszéspont (5. dbra). Ekkor

E'A'>E'A*, AC < A*C’, tehat A'C'/E'A' < A*C'/E'C’,

vagyis a feladatban kérdezett arany valéban a megszerkesztett egyenesen a legnagyobb.
Ha e és f mer6leges, akkor f*-ra lesz EB a lehets legnagyobb, FA pedig a legkisebb, tehat a vizsgalt arany a
legnagyobb. Ennek az egyenesnek a szerkesztése kdzismert.



Megjegyzések. 1. Okoskodhatunk a kovetkezd mddon is. Tetszés szerinti f1 szel6t véve, a kort egy OF tengelyti és
EC/AC aranyt meroéleges affinités olyan ellipszisbe viszi at, amelyiknek van k6z0s pontja e-vel. Ha van az ellipszisnek
pontja az e-nek a kort nem tartalmazoé partjan is, akkor az F-bél hizott egyik érinté is ezen az oldalon van, és annak
az érintési pontjat egy kisebb aranyt affinitas viszi at e-re (6. abra).
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6. dbra

Az ardny tehat akkor a legkisebb, ha az e-t érinté ellipszist kapjuk, vagyis e az F-b6l a korhoz hizott érinté képe.
Arra a szelGre lesz tehat a nydjtas ardnya a legkisebb, s igy a feladatban kérdezett arany a legnagyobb, amelyik az F
-bél htizott érinté érintési pontjan megy at. Ezen az titon oldotta meg a feladatot Ujvary-Menyhart Zoltan.

2. Gerlits Ferenc szamitéassal oldotta meg a feladatot, de az analizis hasznédlata helyett csak a masodfokd egyenle-
tekre vonatkozo ismeretekre tamaszkodva.

d —x ctg a)?
IIT. megoldas. Az 1. megoldasban lattuk, hogy azt az x értéket kell megkeresniink, amelyikre a % =c
2 —x

arany a legkisebb. Mas szoval a legkisebb c-t, amelyikre a
(c+ctg? a)z? — (2d ctg o)z +d*> —cr? =0

egyenletnek van megoldasa, annak abszolut értéke r-nél kisebb és ¢ pozitiv. Az egyenletnek akkor van (valos) megoldasa,
ha nem negativ a diszkrimindnsa. A diszkriminans

4(d? ctg? a — (c+ ctg? a)(d* — cr?)) = 4e(er? — (d? — rPetg? a)).
Ez kell, hogy ne legyen negativ. Mivel c-nek pozitivnak kell lennie, tehat a masodik tényez6 sem lehet negativ. Innen
c 2 (d* —r? ctg® a)/r.
Ha ezt a kritikus értéket beirjuk az egyenletbe, az
((d/r)z —7r ctg a)®* =0

alakra hozhat6. Ez az I. megoldasban nyert, r-nél kisebb x( értéket szolgaltatja.
IV. megoldas. Huzzunk A-n at parhuzamost e-vel, messe ez a kort masodszor D-ben. Ha érint6t kapunk, akkor
D = A (7.a, b, ¢ abra).
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7.c dbra

Ekkor a roévidebb BD ivet « szogi (esetleg cstcs-) szOgtartomany foglalja magéaba, igy a BD har hossza csak
a-t0l fiigg, az AB szel6 helyzetétsl nem. BD és e metszéspontjat G-vel jeldlve a parhuzamos szelSk tétele szerint
AB/EA = DB/GD. Ez tehat akkor a legnagyobb, ha GD a legkisebb, egyuttal, BD allandé volta miatt GB is, s
igy GD - GB, ami G hatvanya a korre, szintén a legkisebb. Ez a szorzat minden G-n dtmend szelére ugyanakkora, igy
az O-n atmendre is. Ennek a kdrbe es6 harja atmeérd, fiiggetlen a G pont helyzetétdl, igy a hatvany az e egyenesnek
a korhoz legkozelebb esé pontjara, O-nak e-n valé T mer6leges vetiiletére lesz a legkisebb. Az ezt szolgaltato, f-fel
parhuzamos egyenest kell tehat megszerkeszteniink.

Az egyenl6 hosszusagu harok egy O kozéppontu (r cos a sugara) kor érint6i. Ehhez a kérhoz megszerkesztjiik T-bgl
a két érintét. Mindkettének a T-t6l tavolabbi metszéspontjat a mésik kozelebbi metszéspontjaval kotve Ossze, két
egyenest kapunk (8. abra), amelyek a nagysagu szoget zarnak be e-vel egyik, illet6leg masik iranyban. Egyikiik tehat
parhuzamos f-fel. A kiovetett gondolatmenet megforditasaval lathatd, hogy ez valoban a keresett egyenes.

Ezt a megoldast Fleiner Taméas adta.
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8. dbra

V. megoldas. Ismét deriviltat haszndlunk, de kiszamitasa helyett geometriai jelentésébsl vonunk le kovetkezte-
téseket.

Legyen « hegyesszog. Koordinatatengelyeknek valasszuk az O-n atmend, f-re meréleges és a vele parhuzamos
egyenest. Ekkor CA az OC = z valtozonak azt a —r < x < r szamkozon értelmezett g fliggvényét szemlélteti,
amelyiknek a képe a tengely folotti félkor, AF pedig ugyanezen a szakaszon azt a h fliggvényt, amelyre g + h képe az
e egyenesnek a szakasz feletti része. A g/h fliggvény legnagyobb értékét keressiik.

Ez a fliggvény értelmezve van az egész szamkozon, mivel e-nek nincs k6z0s pontja a korrel, s igy a nevezd nem 0.
A végpontokban a hényados értéke 0, mashol pozitiv, igy maximuma helyi maximum is, ott a derivalt 0, s igy annak
szamlélojara:

(3) gh—gh'=0

teljesiil. Itt ¢’ a kor A-ban htzott érintGjének az iranytangense, b’ pedig a (g + k)’ = ¢’ + I/ 6sszefiiggésbdl kaphato.
Itt ugyanis a bal oldalon az e egyenes irdnytangense, tg « all, tehéat

h=tga-g.

Innen latjuk, hogy a két derivalt nem lehet egyszerre 0, tehat (3) csak ugy teljesiilhet, ha egyik sem 0.



Huazzunk F-bol parhuzamost az A-ban huzott érintével (9. abra), jeloljiikk C A-val valé metszéspontjat H-val. Ez
a tartomany belsejében levé C' pontokra mindig létezik. Ekkor tg o = CE/FC, az érint$ irdnytangense CH/FC
(negativ, ha H a tengely alatt van), igy ' = CE/FC — CH/FC = HE/FC (negativ, ha H az e egyenes folott van).

Irhatjuk (3)-at, mivel fennallasa esetén a derivaltak nem ttnhetnek el, g'h’ = g/h alakban. A jobb oldali arany
CA/AE-vel egyenld, a bal oldalon allé pedig megallapitasaink szerint a kovetkezével:

CH
FC _CH
HE HE’
FC

Rogzitett C' és E pontok mellett a CE egyenes kiilonb6z6 P pontjaira a CP/PE arany kiilonboz6, ha elGjeles aranyt
néziink, mint esetiinkben. A (3) egyenlGség tehat csak akkor allhat fenn, ha H = A, vagyis az F-en at az A-beli érintével
parhuzamosan hizott egyenes atmegy A-n, azaz A az F-b6l a korhoz hazott érinté érintési pontja. Ezzel elGszor is azt
kaptuk, hogy a tortnek egy szélsGértéke van, mivel pedig kell egy maximumaéanak lennie, igy ez a szélsGérték maximum.
Azt is kaptuk, hogy ezt az F-bdl a korhoz huzott érinté érintési pontjan dtmend egyenes szolgaltatja.

Megjegyzés. A bizonyitas szellemes alapdtlete Bodor Andrés dolgozataban taldlhaté. Szamos, analizisbeli eszk6zo-
ket hasznalé megoldassal ellentétben a megoldas geometriai tartalmét mutatja meg. Ez természetesen egyszertibben
nyerhet@ elemi Gton, mint pl. a II. megoldasban lattuk.



