Hogy révidebben tudjuk magunkat kifejezni, az egész koordinataja pontokat racspontnak fogjuk nevezni és az olyan
sokszogeket, amelyeknek minden csdcsa racspont, rdcssokszognek.

I. megoldas. 1. Egyrészt belatjuk, hogy a sokszog, pontosabban a PQR vagy a PQS haromszog tartalmaz a
cstcsain kiviil is racspontot, masrészt azt, hogy ha van racspont az EPS vagy az EQR haromszog belsejében, akkor
egy ilyen racsponttal helyettesitve az S, illet6leg az R cstcsot, elég az allitast a keletkezs kisebb négyszogre bizonyitani,
erre is teljesiilnek a feladat feltételei.

A kettsbdl kovetkezik a feladat allitasa. Négyszogilink ugyanis csak véges szamu racspontot tartalmazhat, igy
a masodik allitdsban megfogalmazott eljarast véges sokszor alkalmazva, ha sziikséges, olyan négyszoghoz jutunk,
amelyikben a (megfelel) EPS és EFQR haromszog belsejében mar nincs racspont. Az elsG allitas szerint ebben is
tartalmaz racspontot a cstcsain kiviil a PQR vagy a PQ.S haromszog. Ezt a racspontot tehat az FPQ haromszdgnek
is tartalmaznia kell, és kiilonbozik P-t6l és Q-tol.

2. A fenti masodik allitas helyessége nyilvanval6. Ha ugyanis pl. az EQ R haromszogben van egy T racspont (7. abra),
akkor TQP< < RQP«, tehat a szdgekre vonatkozo feltétel a PQT'S négyszogre is teljesiil; az atlok E' metszéspontja
pedig a QS atlo QF szakaszéra esik, tehat az B/ PQ haromszogben levd racspont az EPQ haromszognek is pontja.

7. dbra

3. Valasszuk a bettizést ugy, hogy az R csics ne essék kozelebb a PQ egyeneshez, mint S. Ekkor az a T pont,
amelyikre PT RS paralelogramma, a PQ R haromszog belsejében van, vagy a P(Q) szakasz belsejében, mert a szogfeltétel
szerint az RT félegyenes a négyszog belseje felé indul, a PT félegyenes pedig vagy a négyszog belsejébe indul, vagy
egybeesik a P() félegyenessel.

T racspont. Jeloljik ugyanis a P, R, S, T koordinatait (p1,p2), (r1,72), (s1,$2), (t1,t2)-vel. A paralelogramma,
atloinak felezGpontjai egybeesnek. Ezt koordinatadkban felirva

pi+m  tit+s1 patre  ta+ s
2 27 2 2
Innen a T pont koordinétai
ti=pi+ri—s (1=1,2).

Ezek egész szamok, ha p;, r;, s; egész. Ezzel az 1. rész elsé allitasat is igazoltuk, a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések: 1. A 3. pontban lényegében a kiovetkezs tételt bizonyitottuk be, amelyik fiiggetlen a racspontoktol:
Minden konvex négyszdgnek van olyan csiucsa, amelyikbdl indulo oldalakat paralelogrammduvd egészitve ki, ezt a négyszog
tartalmazza. Bz az 1950. évben a Kozépiskolai Matematikai Lapok Orszagos Tanuloversenyén (a mai Arany Daniel
verseny el6dje) a haladok 3. feladata volt[]

A tétel specialis esete a kovetkezének: Egy konvex n-szignek, ha n > 3, legaldbb n — 3 olyan csicsa van, amelyekbdl
indulo oldalakat paralelogrammdvd egészitve ki, a paralelogrammadt a sokszdg tartalmazza. Ez viszont mar az egyetemi
hallgatok 1964. évi Schweitzer Miklos emlékversenyének 4. feladata volt A

2. A harmadik pont méasodik allitasa igy fogalmazhato: Eqy rdacspontnak két racspont kézti szakasz felezépontjdara
vonatkozo tikiorképe racspont. Ez igaz egységnyi oldalt négyzetekbsl épitett racs helyett tetszés szerinti paralelog-
rammaracsra is. Egy ilyen ugy keletkezik, hogy egy paralelogramma egyik csiicsabol indulé oldalegyeneseire mindkét
irAnyban ramérjiik az oldalt ismételten minden hataron tal, majd a keletkez6 pontokon &t a méasik oldalegyenessel
parhuzamos egyenest huzunk. A két egyenessereg metszéspontjai a keletkezé paralelogrammaracs racspontjai

Jeloljiik a kivalasztott paralelogrammacsicsot O-val, a beléle indul6é oldalakat mint vektorokat a és b-vel, ekkor
vilagos, hogy a racspontok az ua + vb helyvektord pontok, ahol u és v tetszés szerinti egész szam.

Legyen Ei , G harom racspont, helyvektoraik e, f,g. Ekkor G-nek az EF szakasz felez6pontjara vonatkozé G

tiikorképére GG’ = GE + GE. Igy G’ helyvektorara
g —g+GE+GF=g+(e—g) +(f-g)—e+f—g

1 T6bb megoldas talalhato ra lapunk LI Evf. 235-240. oldalan.

?Lasd Matematikai Lapok XVI. (1965) 93. és 100-101. old.

3Paralelogrammaracsok tulajdonsagairol szol pl. Hajos Gy.—Neukomm Gy.-Surdny: J.: Matematikai Versenytételek II., 3. kiadas, Tan-
konyvkiado, Budapest, 1988. 111-112. old. jegyzete.




Mivel a jobb oldalon &ll6 vektorok mindegyike a és b egy-egy egész tobbszordsének az dsszege, igy ugyanez all ¢'-re
is, tehat G’ racspont. Meggondolasunk akkor is helyes marad, ha E és F egybeesik, tehat rdcspontnak rdcspontra
vonatkozo tikorképe is rdcspont.

II. megoldas: A feladat allitasdnak helyességét tetszés szerinti sikracsra bizonyitjuk. Felhasznaljuk ezeknek a
kovetkez6 tulajdonsagat: Ha egy egyenesen van két ricspont, akkor van végtelen sok, ezek egymadstdl eqyenld tavolsigra
sorakoznak; a sik dsszes racspontjai ezzel parhuzamos egyeneseken helyezkednek el, mindegyiken egymdstol ugyanolyan
tdvolsdgra, €s az eqyenesek is egymdstol eqyenld tdvolsdgra kivetkeznek. Ezt a megoldas végén bebizonyitjuk. A legalabb
két racspontot tartalmazéd egyeneseket rdcsegyenesnek fogjuk nevezni.

Azt mutatjuk meg, hogy ha egy PQR.S négyszog csucsai racspontok, és az EPQ haromszég P-n és @-n kiviil nem
tartalmaz racspontot sem a hataran sem a belsejében, akkor

PQR<+ QPS< = 180°.
Ez egyenértéki a bizonyitando allitassal.

Feltétel szerint a P(Q egyenesen és a vele parhuzamos racsegyeneseken a szomszédos racspontok tavolsiga a PQ
szakasz hossza. Vegyiikk a PQ egyenesnek a négyszoget tartalmazo oldalan az els6, PQ-val parhuzamos racsegyenest
és azon a QF egyeneshez legkozelebbi A racspontot a QF egyenes P-t tartalmazo oldalan, esetleg QQE-n, tovabba a
szomszédos B racspontot ugy, hogy APQ B paralelogramma legyen (8. abra). Ekkor F az AP és BQ egyenesek kozti sav
pontja, mert az A és B racspont valasztasa folytan az EP(Q haromszog vagy benne van az APQ B paralelogrammaéban,
vagy az AB egyenes dtmetszi a haromszoget. Utobbi esetben az egyenesnek a haromszogbe es6 szakasza az AB szakasz
része, mert a haromszog nem tartalmaz racspontot.

8. dbra

A sav belsejében nincs racspont, mert ha volna, az azon keresztiilmens, AP-vel parhuzamos racsegyenesnek AP
hosszusagu szakasza esnék az AP(Q B paralelogrammaba, és ennek vagy a két végpontja, vagy egy bels6 pontja racspont
volna; a paralelogramma azonban nem tartalmaz a csticsain kiviil racspontot.

Eszerint R és S, amelyek a PFE, ill. a QF meghosszabbitasara esnek, a sdvon kiviil vannak, annak kiilonboz6
oldalan, vagy a sav egyik, ill. masik hataran. Igy

PQR<+ QPS< 2 PQB<+ QPA<« = 180°,

és ezt kellett bizonyitanunk.

A felhaszndlt segédtétel bizonyitdsa. Legyen K, L, M harom racspont, amelyek nincsenek egy egyenesen. Tegyiik fel
tovabba, hogy L a KL félegyenesnek a K-hoz legk6zelebbi racspontja. Az el6z6 megoldashoz flizott 2. megjegyzésbeli
tétel szerint K-nak az LM szakasz F' felez6pontjara vonatkozo M tiikorképe racspont (9. abra). Ez az M-en at K L-lel
parhuzamosan hizott egyenesen van, és M és M; kozt nincs rdcspont, mert annak F-re vonatkozo tiikkorképe K és L
kozti racspont volna, ilyen azonban nincs.
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Hasonléan M-nek LM, felez6pontjara vonatkozo L tiikorképe, majd L-nek LiM; felezGpontjara vonatkozd Mo
tiikorképe és igy tovabb, mindig a kovetkezd racspontot adja, felvaltva a KL és az M M; egyenesen. K és L szere-
pét felcserélve adddik, hogy az egyeneseken az ellenkezd irdnyban is végtelen sok racspont van, egymastol egyenld
tavolsagra.

Ezzel eddig annyit lattunk be, hogy a KL egyenesen végtelen sok racspont sorakozik egymastol egyenld tavol-
sagra; tovabba egy M racsponton 4t K L-lel pArhuzamosan huzott egyenes szintén racsegyenes, és ezen a szomszédos
racspontok tavolsaga szintén a K L tavolsag.

A K LM, M paralelogrammaéban csak véges sok récspont lehet, viszont a KL és M M, kozti sdvban minden K L-lel
parhuzamos racsegyenesen van a paralelogrammahoz tartozo racspont, amint a megoldas els részében belattuk. Igy a
sdvban csak véges szamd ilyen racsegyenes futhat. Feltehetjiik, hogy M M; mar a legkozelebbi, tehat a paralelogramma,
nem tartalmaz e cstcsain kiviil racspontot.

Huazzuk meg az LM, racsegyenes minden racspontjan at a K L-lel parhuzamos racsegyenest. Ezek egyiitt tartalmaz-
zék az Gsszes racspontot. Ha ugyanis valamelyik két szomszédos egyenes kozt volna még racspont, azt tartalmazna egy
K LM, M-mel egybevago és egyallasa K'L'M{ M’ paralelogramma (9. dbra, az egyez6 bettik megfelels cstucsokat jelol-
nek). A két paralelogrammat a K M felezpontjara valé tiikrozés egyméasba viszi at, igy a vesszds paralelogrammaéban
levs tovabbi racspontot a vesszGtlen paralelogramma egy racspontjaba. Ilyen azonban nincs, igy egyenld tavolsagban
sorakozo6 egyenesekbdl all6 racsegyenesseregiink az Osszes racspontot tartalmazza. Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.

III. megoldas. Felhasznaljuk a paralelogrammaracsok kovetkezs tulajdonsagat: Az olyan rdcshdromszigeknek,
amelyek sem belsejikben, sem a hatdrukon nem tartalmaznak tovdabbi racspontot, eqyenld a terilete. Az ilyen harom-
szogeket dresnek fogjuk nevezni.

A feladat allitasat indirekt uton bizonyitjuk, tehat feltessziik, hogy az EP(Q haromszdg nem tartalmaz P-n és Q-n
kiviil racspontot. Legyen az EFPS haromszog PQ egyeneshez legktzelebbi, P-t6l kiilonb6z6 racspontja S (ez lehet S
is, 10. abra).

10. abra

Egyfelsl a PRS; héaromszog teriilete kisebb a PQS1-énél, mert a szogfeltételbdl kovetkezik, hogy a PS; és a
QR egyenesek Si-en, ill. R-en tuli meghosszabbitdsa metszi egymast. Igy a PS; oldalhoz tartozé magassig az el6z6
haromszogben kisebb, mint az utébbiban.

Masfelsl nézve PQS; iires racsharomszog, mert ha tartalmazna racspontot a csicsain kiviil, ez kézelebb lenne
PQ-hoz, mint Sy, és az FPQ haromszogon kiviil lenne az indirekt feltevés szerint, de ez S; valasztésa szerint nem
lehetséges.

A PRS; haromszog szintén racsharomszog, és vagy iires, vagy felbonthatd tobb iires racsharomszogre, teriilete
tehat legalabb akkora, mint a PQ.S1, hdromszogé. Ezzel ellentmondésra jutottunk, tehat feltevésiink nem lehet igaz.



Megjegyzések: 1. Lényegében a felhasznalt segédtétel volt az 1942. évi verseny 2. feladata. Tobb bizonyitas talalhato
ra az el6z6kben idézett konyv 110-117. oldalan.

2. Tetszés szerinti racssokszog teriilete meghatérozhato racspontjainak a megszamolasaval. Az lires racsharomszogek
teriiletét h-val jelolve, ha a sokszog belsejében b racspont van, a keriiletén a cstcsokat is beleszamitva, k darab, akkor
a sokszOg teriilete (2b 4+ k — 2)h. Ezt a G.Pick-t6l szarmazo tételt] felnasznalva elvégezhet§ a fenti bizonyitas az S;
pont segitségiil vétele nélkil a PQS és a PRS haromszog teriiletének Osszehasonlitdsaval is.

4 Az allitas konnyen kovetkezik az iires racsharomszogekre vonatkozo tételbsl. Lasd az idézett konyv 117. oldalanak jegyzetét. Szép koz-
vetlen bizonyitast adott Pdlya Gyorgy és téle fiiggetleniil Somogyi drpdd. Lasd G. L. Alezanderson és Jean Andersen: Polya Gyorgy élete
és munkéssaga (ford.: Pataki Bélané), Matematikai Lapok 33 (1982-1986) 225-233. old.; lasd kdzelebbrol a 229-233. oldalt. (Megjegyzendd,
hogy ott a 2(a), 2(b) 4bran a szaggatott vonalak feleslegesek, a folytonosak koziil kellene minden masodiknak szaggatottnak lennie.)



