Megoldas. 1. Ha a kozépss elem egy adott b szam, akkor az elsg elem az 1, 2, ..., b — 1 szamok valamelyike
lehet, a harmadik pedig a b+ 1, ..., n szamok valamelyike. Az el6bbiek szama b — 1, az utobbiaké n — b. A ketts
koziil a kisebbik — vagy kozos értékiik, ha a ketts egyenlé—, adja meg, hogy b maximaélisan hany harmasban léphet fel
kozépss elemként.

Természetesen 2 < b < n — 1, és az elmondottak szerint a 2 és az n — 1 egyszer, a 3 és az n — 2 kétszer léphet
fel maximalisan, és igy tovabb. Igy a kivalaszthato harmasok szamara a kovetkezs felsé korlatot nyertiik: ha n paros,
n = 2k akkor

2-(1424...4k—-1)=k(k—1)=n(n—2)/4;

ha n paratlan, n = 2k + 1, akkor
2. (1+24...+k—1)+k=k = ((n—1)/2)".

2. Ennyi harmas ki is valaszthato a feltételnek megfelel6 modon minden esetben. Vegyiik példaul az {a,b,a + b}
alaki harmasokat, ahol 1 < a < b és a+ b < n. Itt a harmas barmelyik két eleme meghatarozza a harmadikat, igy két
kiilonb6z6 harmasnak legfeljebb egy helyen lehet egyezd eleme.

Az is lathato, hogy ha b < n/2, akkor els6 elemnek 1-t61 b — 1-ig minden érték el6fordul, mert b-hez adva még n-nél
kevesebbet ad, ha pedig b > n/2, akkor harmadik elemként b+ 1-t6l (amikor a = 1) n-ig minden érték eléfordul, mert
a hozzajuk tartozo els6 elemre a = ¢ — b < n —n/2 = n/2, és ez kisebb b-nél. A kivalasztott harmasok szama tehat
annyi, mint a fels6 korlatként kapott érték.

Megjegyzések: 1. A nyert eredmény irhato az egészrész jelével egy formulaban [((n -1)/ 2)2} alakban.

2. Méas modokon is valaszthatunk ki maximalis szamu harmasokbol all6 rendszert. Ilyenek pl. az {a,a+d,n+1—d}
n—a n—a
harmasok, ahol 1 £d < , vagy az {a,a + d,a + 2d} harmasok, ahol 1 £ d < 5

3. A megoldasban csak azt hasznaltuk ki, hogy két harmas az els6 és mésodik elemében, tovibba a mésodik és
harmadik elemében nem egyezhet meg. Akkor sem lehet tehat tobb harmast kivalasztani, ha azt megengedjiik, hogy
két harmas az els6 és harmadik elemében megegyezzék.

4. A megoldast szemléletessé tehetjiik ugy, hogy a szamharmasokat térbeli koordinataknak tekintjiik. Ekkor az
els6 siknyolcadban keressiik azokat az egész koordinataju pontokat, amelyek az n élhosszisagu kockdban vannak, és
az a = b egyenletd atlos siknak a pozitiv b-tengelyt, tovibba a b = c egyenletiinek a pozitiv c-tengelyt tartalmazoé
oldalara esnek (a hatarsikot méar kizarva); végiil a koordinataegyezések kizarasara vonatkozo kikotés geometriailag azt
jelenti, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyeneseken csak egy-egy kivalasztott pont lehet.

6. dbra

A sikok a kockabol egy tetraédert vagnak ki (6. abra). Ebbdl kell az utolso feltételnek is megfelel6en maximalis
szamu pontot kivalasztani. Az egy adott b értékhez tartozo pontok a tetraéder egy téglalap alaki metszetébe es6
egész koordinataji pontok. Ezek koziil nem valaszthatd ki tobb, mint ahany egész ¢ értékhez tartozo, a-tengellyel
parhuzamos egyenes van a téglalapon, sem anndl tobb, mint az egész a értékhez tartozo, c tengellyel parhuzamos
egyenesek szama, vagyis nem valaszthato ki tobb, mint a két szam kisebbike. Ez pedig a fent nyert becsléshez vezet.



5. Tobben azzal vélték megoldani a feladatot, hogy megadtak a harmasoknak egy rendszerét (tOrténetesen a
fontebb emlitettek valamelyikét) és azt mutattak meg, hogy ezekhez nem vehetd hozza tovabbi harmas a kikotések
megsértése nélkiil. Ebb6l azonban még nem kovetkezik, hogy a kivalasztott harmasok szdma maximalis. Az els§ 5
szambol valogatva pl. az {1, 2, 4}, {1, 4, 5}, {2, 3, 4} rendszer nem bdvithets, de tudjuk, hogy kivalaszthato 4 harmas
is 4gy, hogy ne sértse meg az elGirasokat.

Ezzel kapcsolatban felmeriil egy probléma is. Az 1, 2, ..., n szamok koziil ugy akarunk kivalasztani a feladat
feltételeinek megfelel6 harmasokat, hogy tovabbi harmast méar ne lehessen hozzévenni. Mi az ilyen rendszerek elem-
szamanak a minimuma? Konnyt latni, hogy n = 5-re két harmas még nem zéarhat ki minden tovabbit, igy a kérdezett
minimum 3. Az el6z6 megjegyzésben leirt szemléltetés segitségével sikeriilt n = 6, 7, 8, 9-re rendre 5, 7, 10, illet6leg
13 harmasbol allo, nem bévithets rendszert talalni, de lehet, hogy ezek nem a minimaélis értékek. (A kivalaszthato
harmasok maximalis szama ezekre az n értékekre 6, 9, 12, illetSleg 16.)

Ha a feltételt a 3. megjegyzésben emlitett gyengébbel helyettesitjiik, akkor mar igaz, hogy a harmasok minden olyan
rendszere, amelyik nem bévithet§, maximalis elemszamu. Valéban, két kiilonbo6z6 kdzépsselemd harmas nem zérja ki

n
egymaést, ha pedig azok kozt, amelyek kozépss eleme ugyanaz a b érték, és nem fordul el b < — esetén valamilyen

a < b érték elss elemkeént, illetSleg b > n/2 esetén valamilyen b + 1 és n kozti ¢ érték harmadik elemként, akkor van
olyan {a,b, c} harmas, amelyik hozzavehetd a rendszerhez, mert az el6bbi esetben a harmadik helyre, az utobbiban az
els6 helyre legalabb annyi szam all rendelkezésre, mint a méasik helyre.



