I. megoldas. Azt mutatjuk meg, hogy ha van a feladatban leirt tulajdonsagu P pont, akkor az az egyik atlon van
(az atlo felez6pontja). Ebbol kovetkezik a feladat allitasa, mert ha P példaul a BD atlon van, akkor a BC'D haromszog
a PBC és a PCD haromszog egyesitése. A részharomszogek teriilete a négyszog teriiletének negyedrésze, igy a BD
atlo két egyenls teriiletd részre osztja a négyszoget.

A tovabbiakban egy KL ...V sokszog teriiletét 7x .. y-vel fogjuk jeldlni.
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Mivel Tapp és Tepc egyenld, és a két haromszog BP oldala k6z0s, igy a ra4 merdleges magassagok is egyenlék. A
és C tehat egyenld tavol van a BP egyenestl, annak két oldalan (1. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenes atmegy
az AC atlo F felezGpontjan. Ugyanigy nyerjiik, hogy DP is atmegy F-en. Ha a két egyenes kiillonbozs, akkor csak egy
metszéspontjuk van, igy P azonos F-fel, vagyis P az AC &atlon van. Ha viszont a két egyenes egybeesik, akkor ez az
egyenes a BD 4atlo egyenese, tehat ekkor P a BD atlon van. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Nyilvanvaléan igaz a feladat allitdsanak a megforditasa: Ha valamelyik atlo felezi a négyszog
teriiletét, akkor van olyan P pont a négyszog belsejében, amelyikre

TABP = TBCP — TCDP — TDAP-

Nyilvan ilyen pont a teriiletet felezG atlo felezGpontja.
2. Az utols6é mondatban mondhattuk volna: ez a pont ...”, mert legfeljebb egy ilyen pont lehet a négyszog belsejében.
Ha ugyanis a P pontra a 4 haromszog teriilete egyenls és egy P’ pont pl. az ABP haromszog P-t6l kiilonbozé pontja,
akkor
TABP' < TABP,

igy P’-re nem teljesiilhetnek a megfelels egyenldségek.

3. Lényeges az a kikotés, hogy a P pont a négyszog belsejében legyen, ugyanis létezhet a négyszogon kiviil is olyan
pont, amelyikre a négy haromszog teriilete ugyanakkora. Induljunk ki egy APBR paralelogramméabol. A BR oldalon
valasszunk ki egy S pontot R-hez kozelebb, mint B-hez. Legyen C a PS és AR egyenes metszéspontja, D pedig B-nek
az S-re vonatkozo titkorképe (2. dbra).
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S valasztasa folytan C' az AR szakasz R-en tuli meghosszabbitasan van, D pedig BR-nek az R-en tuli meghosszab-
bitasan, tehat az ABCD négyszog konvex. Ekkor kénnyen lathato, hogy a PDA, PAB, PBC, PCD haromszogek
teriilete egyenld, viszont P nincs rajta egyik atlon sem.

Belathato, hogy minden ellenpélda ilyen felépitési, annak alapjan, hogy ha két haromszog teriilete egyenls és egy
oldaluk kozos, akkor a kozos oldal egyenese vagy felezi a harmadik csticsokat Gsszek6ts szakaszt, vagy parhuzamos
vele.

II. megoldas: Paralelogrammak esetén egyrészt az atlok metszéspontja megfelel P pontnak, masrészt mind a két
atlo felezi a négyszog teriiletét, tehat a feladat allitdsa igaz. A tovabbiakban paralelogrammaktoél kiillonb6zd négyszo-
gekre szoritkozunk. Tegyiik fel, hogy AB és C'D nem péarhuzamos.

3. dbra

Ha egy P pontra teljesiilnek a feladat feltételei, akkor az ABC P négyszog teriilete az adott négyszog teriiletének a
fele. Az olyan P pontok, amelyektdl csak ennek teljesiilését kivanjuk meg, egy AC-vel parhuzamos egyenesen vannak,
mert az ABC haromszog teriilete nem fiigg a P pont helyzetétdl, igy az AC P haromszog teriiletének is egy megadott
értéknek kell lennie (3. dbra). Ez az egyenes lehet AC barmelyik oldalan, vagy lehet az atlo egyenese is. A BD atlot
ez az egyenes az F' felez6pontjaban metszi, mert

1 1
TABF = 5TABD €8 TBCF = 5TBCD;

2 2
a jobb oldalon szereplé haromszogek pedig egyiitt az adott négyszoget adjak.

A feladat feltételeit kielégité P pontra az ABP és CDP haromszogek teriiletének az Gsszege is az adott négyszog
teriiletének a felét adja. Az ezt a feltételt kielégité P pontok is egy egyenesen sorakoznak. Feltettiik, hogy az AB és
a C'D egyenes nem parhuzamos. Jeloljiik metszéspontjukat M-mel és a bettizést valasszuk tgy, hogy ez az oldal A-n,
illetSleg D-n tuli meghosszabbitasara essék. Toljuk el ezutdn az oldalakat egyenesiik mentén gy, hogy A, illetSleg D
az M pontba keriiljon. A keletkez6 M B’, illetSleg M C’ oldalakra P-bdl hizott magassag nem valtozott meg, igy az
M B'C’ P négyszog teriilete is az eredeti négyszog teriiletének a fele, a keresett pontok tehat egy B’C’-vel parhuzamos
egyenesen vannak, amint azt az el6z6ekben belattuk.

Ez az egyenes atmegy az atlok felez6pontjan, ugyanis a CDF haromszog teriilete is a BC'D haromszog teriiletének
a fele, igy az ABF és a C DF haromszog egyiittes teriilete az ABC D négyszog teriiletének a fele. Ugyanigy belathato,
hogy az AC atlo E felezGpontja is a szoban forgd egyenesen van. A P pont ezek szerint az E'F egyenesnek és az F
ponton &t AC-vel parhuzamosan huzott egyenesnek a metszéspontja, vagyis F', ha a két egyenes kiilonbozik. Ez esetben
a BD atlo felezi az ABC'D négyszog teriiletet[] A ket egyenes akkor esik egybe, ha az els6nek emlitett egybeesik az
AC egyenessel. Ekkor viszont P az AC atlon van, s igy ez az atlo felezi a négyszog teriiletét.

Megjegyzések: 1. A megoldasban két mértani hely szerepelt, amelyek a kovetkezs alakban egyesitheték: Adott a
sikban két szakasz, keressiik azoknak a pontoknak a mértani helyét, amelyeket a két szakasz végpontjaival 6sszekotve

LAbrank esetében nincs a feltételt kielégit6 P pont, sem a négyszog teriiletét felezd atl6, annak érdekében, hogy a két mértani hely
kiilonvaljék.



a keletkezo két haromszog teriiletének az Osszege egy adott érték. A feladat megoldasahoz nem volt sziikség a mértani
hely pontos meghatarozasara.

A feladat megoldésa soran azt is lattuk, hogy ha a két szakasz nem parhuzamos, akkor az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehets, hogy egyik végpontjuk kozos. Ez esetben a két szakasz egy-egy félegyenest hataroz meg, és a mértani
helynek a koztiik levs szogtartomanyba esG részét egy, a masik végpontokat 6sszekots egyenessel parhuzamos egyenes
tartalmazza. Konnyd latni, hogy a mértani helynek a szogtartomanyba es6 része az egyenes idees§ szakasza, és az
egész mértani hely annak a paralelogrammanak a hatara, amelyiknek ez a szakasz az egyik oldala és kdzéppontja a
szakaszok koz0s végpontja.

Egyszertisodik a helyzet, ha a teriileteket elGjeles mennyiségeknek tekintjiik a kovetkez& modon: megadjuk a hatar-
nak a koriljarasi irdnyat (sokszogeknél pl. az egymés utani csucsok felsorolasaval), és pozitivnak tekintjiik a teriiletet,
ha a koriiljarasi irdny az 6ramutat6 jarasaval ellentétes, negativnak, ha azzal megegyezs.

Konnyen lathato, hogy ez esetben nem valtozik a mértanihely-probléméban a teriiletdsszeg akkor sem, ha az egyenes
mentén kilépilink a szogtartomanybol, s igy a mértani hely egy egyenes lesz.

Bonyolédik a helyzet, ha a két szakasz parhuzamos. Ha pl. a teriiletet mindig pozitiv mennyiségnek tekintjiik és a
két szakasz egyenld hosszt, toviabba a két haromszog teriiletének Osszege a szakaszok meghatarozta paralelogramma
teriiletének a fele, akkor a két szakasz egyenesei kozti sav Osszes pontja alkotja a mértani helyet. A teriiletdsszeg nem
lehet kisebb ennél az értéknél.

A kérdés tovabbi elemzését az Olvasora bizzuk.
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III. megoldas. Jeloljik a P pontbdl a négyszog csicsaihoz vezetd szakaszokat és a koztiik levd szogeket a, b,
¢, d-vel, illetSleg a, B, v, d-val amint a 4. dbra mutatja, és irjuk fel a feladatban szereplsé négy haromszog kétszeres
teriiletének az egyenlGségét, a teriiletet két oldallal és a koztiik levd szoggel fejezve ki:

absina = besin 8 = cdsiny = da sin 6.

Innen az els6 és a harmadik kifejezés szorzata egyenlé a masodik és a negyedik szorzataval. A 0-t6l kiilonb6z6 abed
szorzatot mindkett6bdl elhagyhatjuk és a kovetkezd, szogek kozti Osszefliggést kapjuk:

sin asiny = sin G sin 4.
Az Osszefiiggést a
2sin psint = cos(p — ) — cos(p + 1)
azonossag alapjan igy alakithatjuk at:
cos (a—7) —cos(a+v)=cos (8 —38)—cos(8+9).
Tudjuk azt is, hogy a négy szbg 6sszege 360°, ezért
cos (B +6) =cos (— (a+7)) = cos (+17),

és igy a két kisebbitend6 is egyenlS. Az egyes szogek 180°-nél kisebb pozitiv szogek, igy a szogkiilonbségek —180° és
180° kozt vannak. Koszinuszaik tehat csak ugy lehetnek egyenltk, ha a szogek vagy egyenldk, vagy egymas ellentettjei.
Az els6 esetben

a—vy=0—-0 azaz a+d=0+",

és mivel a négy szog Osszege 360°, igy az egyenl6ség mindkét oldalan 180° all, azaz P a BD szakaszon van, tehat BD
felezi a négyszog teriiletét.
A mésodik esetben
a—y=0—p0 azaz a+fB=~v+0.



Ekkor P az AC atlon van, és ez felezi a négyszog teriiletét.

IV. megoldas. Megoldhatjuk a feladatot a vektorialis szorzat felhasznéalasaval is. Jeloljiik a P pontbol a csticsokhoz
mutato vektorokat a, b, ¢, d-vel. Ekkor a feltételben szereplé négy haromszog teriiletének egyenléségét az

axb=bxc=cxd=dxa

egyenlGségek fejezik ki. Valoban, az egyes vektorszorzatok hossza a haromszogek teriiletének a kétszerese, és a vektorok
a sik ugyanazon oldalara mutatnak, mert a P pont a négyszog belsejében van.

Képezziik az elsé és maéasodik, tovabba a harmadik és negyedik szorzat kiilonbségét és hasznaljuk fel, hogy a
vektoridlis szorzat a tényezdk felcserélésével az ellentettjére valtozik, tovabbé a disztributiv tulajdonsagat:

o=axb—-bxc=axb+cxb=(a+c)xb;

és hasonléan kapjuk, hogy
o= (c+a)xd.

Az el6szor nyert szorzat csak agy lehet a nullavektor, ha a + ¢ = o, vagy a + ¢ és b parhuzamos. Az elsG esetben
c = —a, ami azt jelenti, hogy P az AC &tlo felezGpontja, igy ez az atlo felezi a négyszog teriiletét. Ha viszont a + ¢
nem o és parhuzamos b-vel, akkor a masodik nyert Osszefiiggésbdl adodik, hogy d-vel is parhuzamos, vagyis b és d
parhuzamos vektorok. Ekkor tehdt P a BD atlon van, és igy ez az atlo felezi a négyszog teriiletét.

Megjegyzés. Az adott négyszog konvex voltat csak annyiban hasznaltuk fel, hogy a megoldasban szerepls vektorialis
szorzatok a sik ugyanazon oldaldra mutatnak. Ez azonban konkav négyszogre is teljesiil, ha a P-bél a cstiicsokhoz huzott
szakaszok a négyszog belsejében vannak.

Belatjuk, hogy ha konkav négyszog belsejében van a feltételnek eleget tevé P pont, akkor az utoljara mondott
feltétel teljesiil ra, és igy a feladat allitasa a konvexitas kikotése nélkiil is igaz. Valoban, ha a négyszog konkav szoge a
D csicsndl van, akkor a Tapp = Topp egyenlGségbdl kivetkezik, hogy a DP egyenes vagy felezi az AC szakaszt, vagy
parhuzamos vele. Az els6 esetben a PA, PB, PC, PD szakaszok a négyszog belsejében futnak. Ha viszont egy P;
pontra az utébbi teljesiil, akkor vagy az ABP; haromszog, vagy a BC Py haromszog tartalmazza a D pontot (5. dbra),
mondjuk, az elébbi eset all fenn. Ekkor a haromszog tartalmazza az ADP; haromszoget is, tehat teriilete nagyobb,
mint az utébbié, igy nem teljesiilhet a P; pontra a feladat feltétele.

5. dbra



