I. megoldas. Mindenki mindenkivel csak egyféle jatékot jatszik, hiszen mindenkinek 3n partnere van és Osszesen
ennyi jatszmaban vesz részt.
3n+1
3

Harom embert Osszesen
féeleképpen lehet kivalasztani a tarsasagbol. Szamoljuk Ossze, hany olyan harmas lehet maximalisan, amelyiknek a
tagjai legfeljebb kétféle jatékot jatszanak egymas kozt! A tarsasig egy A tagja m emberrel pingpongozik, igy (Z)
olyan harmasban van benne, amelyiknek mind a két masik tagjaval pingpongozik. Ugyanennyi olyan harmasban van
benne, amelyikben mindkét partnerrel sakkozik, illet6leg amelyikben mindkettSvel teniszezik, tehat 3 - (g) olyan

harmas van, amelyikben 6 csak egyféle jatékot jatszik. Ez igaz a tarsasidg barmelyik tagjara, tehat az olyan harmasok
szama, amelyeknek tagjai legfeljebb kétféle jatékot jatszanak egymas kozt, nem t6bb, mint

3(2)(3n—%1%

az olyan harmasokat ugyanis, ha vannak, amelyeken beliil csak egyféle jatékot jatszanak, tobbszor vettiik szamba. Az
olyan harmasok szama tehat, amelyeken beliil mind a harom jatékot jatsszék, legalabb
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A feladat allitasa tehat igaz.

Megjegyzés. A bizonyitas also korlatot is adott a feladat kovetelményeit kielégité harmasok szaméra, nem adott viszont
eljarast ilyen harmasok kivéalasztasara, csak létezésiiket bizonyitja.

II. megoldas. A feladat allitasdnak helyességét indirekt uton bizonyitjuk. Legyen A a tarsasig egy tagja, P
azoknak a csoportja, akik A-val pingpongoznak, S azoké, akik sakkoznak vele és T az A-val teniszez6ké. Tegyiik fel,
hogy nincs a feladat allitdsanak megfelels harmas. Ekkor egy P-beli és egy S-beli nem teniszezhet, egy S-beli és
egy T-beli nem pingpongozhat, egy T-és egy P-beli pedig nem sakkozhat, mert kiilonben A-val megfelel¢ harmast
alkotnanak.

Megszamoljuk kétféleképpen azoknak a harmasoknak a szamat, amelyekben mindegyik csoportnak egy tagja szere-
pel. Mindegyik csoportbol n-féleképpen valaszthatunk egy embert, tehat a lehetséges harmasok szama n®. Mivel egyik
harmas tagjai sem jatsszdk mind a harom jatékot egymas kozt, igy valaki mindkét partnerével ugyanazt a jatékot
jatssza. Egy ilyen harmas P-beli tagja mindkét partnerével csak pingpongot jatszhat fenti megallapitasaink szerint.
Ha S-bdl j emberrel pingpongozik, T-bél pedig k-val, akkor jk olyan harmasnak tagja, amelyiken beliil két pingpon-
goz6 par van. Egyrészt tudjuk, hogy Osszesen n pingpongpartnere van, ig 7+ k < n, masrészt a mértani és szdmtani
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Mivel a P csoportnak n tagja van, tehat legfeljebb n®/4 olyan harmas van, amelyikben két pingpongozo par szerepel.
Ugyanez igaz az olyan harmasok szamara is, amelyekben két sakkozo, ill. amelyekben két teniszezs par szerepel. Ez
azonban Osszesen is csak 3n® /4 harmast ad, kevesebbet, mint az Osszes tekintetbe vett harmasok szédma. Indirekt
feltevésiink tehat helytelennek bizonyult, kell olyan harmasnak lennie, amelyiknek tagjai mindegyik jatékot jatsszak
egymaés kozt.

ITI. megoldas. Tekintsiik ismét a tarsasdgnak az el6z6 megoldasban szerepls felbontasét csoportokra. Becsiiljiik
meg feliilr6l azoknak a harmasoknak a szamat, amelyekben szerepel A és amelyek nem felelnek meg a feladat allitdsaban
szerepld feltételnek. Csak olyan harmasok jonnek tekintetbe, amelyekben A-n kiviil két kiilonb6z6 csoportbeli ember
szerepel. Az ilyen harmasok szama 3n?. Azt is lattuk az el6z6 megoldasban, hogy egy ilyen harmas akkor nem megfelels,
ha benne egy pingpongozd par egyike P-bdl vald, vagy egy sakkparti egyik résztvevGje S-bél, vagy egy teniszezs
par egyike T-b6l valé. Egy P-beli P személy S-bdl és T-bol egyiitt legfeljebb n — 1 emberrel pingpongozik, mert
egyik pingpongpartnere A. A tekintetbe vett harmasok koziil azok szama, amelyekben a P-beli n ember valamelyike
pingpongozik a harmadik tarssal, legfeljebb n(n — 1). Ugyanez mondhaté az olyan harmasok szdmarol, amelyekben
egy S-beli egyén sakkozik a harmadikkal és azokérol, amelyekben olyan 7T-beli szerepel, aki teniszezik a harmadikkal.
A 3n? szamba vett harmas koziil tehat legfeljebb 3n2 — 3n az, amelyikre nem teljesiil a feladat allitasa; legalabb 3n
harmasra tehat teljesiil.

Megjegyzések. 1. Ha a meggondolast a tarsasag mind a 3n + 1 tagjara megismételjiik, akkor minden szamba jové harmast
haromszor vesziink tekintetbe. Ennek alapjan a tarsasagbol kivalaszthato Osszes olyan harmasok szadma, amelyekben mind
a harom jatékot jatsszak egymas kozt, legalabb n(3n + 1). Ugyanazt a becslést nyertiik, mint az elsé megoldasban. Szoros

valojaban j + k < n — 1 is fennall, mert az illeté egyik pingpongpartnere A.



rokonsagban is van a két megoldas, amennyiben az utobbiban is olyan harmasok szidmanak becslése utjan jutottunk célhoz,
amelyekben csak kétféle jatékot jatszanak.

A fenti megoldasban azokat a harmasokat vettiik szamba, amelyekben szerepel A, de a két tarsaval ugyanazt a jatékot jatszo
személy P-ben, S-ben, vagy 7-ben van.
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2. A nyert korlat n = 1, 2, 3, 4 esetén pontos. Ezt az els6 harom esetben leolvashatjuk a 3.a, 8.b, 8.c¢ dbrdkrdl, amelyeken
a pontok a tarsasag tagjait képviselik, a folytonos vonallal 6sszekotottek a pingpongozd parokat jelolik, a szaggatott vonalak
a sakkpartikat, a pontozott osszekotések pedig a teniszezGket. Az n = 4 esetben a 13 embert korbe &llitva mindenki a két
szomszédjaval és a harmadik szomszédjaival pingpongozik, a méasodik és az 6todik szomszédjaival sakkozik, a negyedik és a
hatodik szomszédjaival pedig teniszezik. Az ezt feltiintet6 abrat bonyolultsiga miatt jobb, ha az olvas6 maganak nagyban és
esetleg szines vonalakkal rajzolja meg.

Nagyobb n-ekre mar mindig nagyobb a megfelel§ harmasok szama az itt nyert erteknel A

IV. megoldas. Eljarast adunk egy kivant tulajdonsagi harmas megkeresésére. Ismét a tarsasig el6z6 megolda-
sokban szerepl6 csoportositasabol indulunk ki. A P csoport egy P; tagja sakkozik méasik csoportbeli emberrel, mert
P-ben rajta kiviil n — 1 ember van, tehat ennél tobb sakkpartnere sem lehet. Ha van sakkpartnere 7-ben, akkor azzal
és A-val a feladat kovetelményének megfelelé harmast alkotnak. Ha nincs, akkor egy S-beli S; sakkpartnerét véve,
annak van teniszpartnere S-en kiviil. Ha teniszezik P-beli tarssal, akkor ismét megfelel6 harmast alkotnak A-val. Ha
nem, akkor egy 7T-beli 77 teniszpartnerrdl ismét feltehetjiik, hogy 7-n kiviili pingpongpartnerei P-ben vannak. Egyet
kivalasztva az eljarast folytathatjuk, mig el nem jutunk vagy egy olyan parhoz, akik A-val egyiitt megfelel6 harmast
alkotnak, vagy olyan valakihez, aki mar korabban is szerepelt. Utobbi esetben egy kort kapunk, amelyikben egy-egy
P-, S-, T-beli személy koveti egymast periodikusan, és mindenki olyan jatékot jatszik a rakovetkezdvel, amilyent az
utobbi A-val jatszik. Ha ez a kor harom emberbdl all, akkor 6k megfelel¢6 harmast alkotnak.

Megmutatjuk, hogy ha a kor ennél hosszabb, akkor kihagyhat6 bel6le hdrom egymés utani ember tgy, hogy a
kor leirt szerkezete megmaradjon, vagy taldlunk egy megfelelé harmast. Legyen S, T, P’, S', T' a kir 6t egymas
utani tagja. Ha P’ és T' sakkozik, akkor A-val, ha pedig pingpongozik, akkor S’-vel alkotnak megfelel6 harmast. Az
az eset vizsgalando tovabb, ha teniszeznek. Ha P’ és S teniszezik, akkor A-val, ha sakkoznak, akkor T-vel alkotnak
megfelel6 harmast; marad az az eset, ha pingpongoznak. Nézziik ekkor S-et és T’-t. Ha pingpongoznak, akkor A-val,
ha sakkoznak, akkor a vizsgalt esetben P’-vel alkotnak megfelels harmast. Ha viszont S és T” teniszezik, akkor T', P’
és S’ kihagyasa utan is megmarad a kor fontebb leirt szerkezete. Igy az eljaras véges szamu ismétlésével eljutunk a
feladat allitasdnak megfelel6 harmashoz.

Megjegyzések. 1. A tarsasag tagjait pontokkal, a koztiik zajlo kiilonb6z6 jatékokat kiilonb6z6 fajta vonalakkal abréazolva,
ahogyan azt a 3. abran is tettiik, graf keletkezik. A vonalakat — a graf éleit — megkiilonboztethetjiik kiilonb6z6 szinek haszna-
lataval. Az olyan grafot, amelyikben minden pontot mindegyik méasikkal Gsszekot egy €l teljes grafnak nevezik. Grafok nyelvén
fogalmazva és csekély altalanositassal a kovetkez6 tételt nyerjiik: Ha m = 3 és egy m szogponti teljes graf éleit 3 szinnel szi-
nezziik agy, hogy az egy-egy szégpontbdl induloé kiillonb6z6 szini élek szama legfeljebb eggyel kiilonb6zzék, akkor van a grafban
olyan 3 pont, amelyeket kiilonb6z6 szind élek kdtnek Ossze. A fenti megoldasok az altalanosabb esetben is célra vezetnek.

2. Lattuk, hogy az adott feltételek mellett nem csak létezik kivant tulajdonsaga harmas, de elég szép szamban van. Kérdés,
hogy nem lazithatnank-e a szineloszlas egyenletességének kovetelményén tgy, hogy a kovetkezmény még érvényes legyen. Nem
elegend6-e példaul azt megkivanni, hogy barmelyik pontbol induld egyszini élek szama legalabb az Gsszes élek 0, 3 része legyen?

Annyi biztos, hogy ez az aranyszam nem vihetd 1/4 ala. Ez igy lathato be: vegyiink 4, egyenként n pontbol 4ll6 ponthalmazt.
Az egy halmazon beliili élek legyenek pirosak, azok, amelyek els6 és masodik halmazbeli pontokat vagy harmadik és negyedik
halmazbelieket kotnek Gssze, kékek, a tobbi él legyen zold. Ekkor minden pontbél n — 1 piros él indul ki, n kék és 2n zo6ld, és
konnyen lathato, hogy nincs haromszind haromszog. Felmeriil a kérdés, hol van a kritikus hatar 1/3 és 1/4 kozt. Lapzartakor
értesiiltiink, bizonyitast nyert, hogy az 1/4 érték az.

2Erre a kérdésre lapunkban visszatériink (szerk.).



