I. megoldas: Van ilyen ponthalmaz és nagyon sokféleképpen lehet ilyent megadni. Egy derékszogl koordinata-
rendszerben a pont koordinatéit z, y, z-vel jelolve minden sik egyenlete irhaté

ar+by+cz+d=0

alakban, ahol a, b, ¢ kozt van 0-t6l kiilonb6z6. A ponthalmazt ugy adjuk meg, hogy minden valés t értékhez hozzéren-
deljiik azt a pontot, amelyiknek koordinétai

z = f(t), y = g(t), z = h(?).
Az f, g, h fliggvényeket tgy kell valasztanunk, hogy az
af(t) +bg(t)+ch(t) +d=0

egyenletnek legyen legalabb egy gyoke, ha a, b, c koziil legalabb az egyik nem 0, de mindig csak véges sok gyoke legyen.

Kézenfekvs polinomokat valasztani, mert tudjuk, hogy egy polinomnak csak véges sok gyoke lehet: legfeljebb
annyi, mint a foka, kivéve természetesen a 0 polinomot. Azt is tudjuk tovabbéa, hogy (valos egyiitthatos) paratlan foka
polinomnak mindig van legalabb egy (valos) gyoke. Ezek alapjan az x = 5,y = t3, 2 = t Gsszefiiggésekkel jellemzett
ponthalmaz megfelel. Ezt irhatjuk kicsit egyszertibben

alakban is. Valoban, az
az’ + b2 +ez+d=0

egyenlet a mondott feltételek mellett mindig paratlan: 5-6d-, 3-ad- vagy els6fokd, igy a ponthalmaznak minden sikkal
legalabb egy és legfeljebb 5 kozos pontja van.

Megjegyzések. 1. Mint a megoldas is utal ra, f, g, h-nak barmilyen harom kiilénb6z6, paratlan fokt polinomot valaszthatunk.
Hasznalhatunk paros foka polinomot is alkalmas elGjel-megallapodasokkal kombinalva. Kénnytd latni pl., hogy a kiévetkezs

ponthalmaznak:
3 xz, ha z > 0,
z=x°, y= 9
—x haz <0

szintén van pontja minden sikon és mindegyiken csak véges szamiu. Belathato, hogy ennek is legfeljebb 5 pontja lehet egy sikon.
Ennek igazolasat az olvasora bizzuk.

2. A megadott ponthalmazok pontjai térbeli gorbét alkotnak. Az el6z6 megjegyzésben szerepl gorbéhez eljuthatunk ugy,
hogy az z- és z-tengely sikjaban megrajzoljuk a z = z? egyenletd gorbét és tekintjiik az ennek a pontjain 4t az y tengellyel
parhuzamosan huzott egyenesek alkotta (altalanos) hengerfeliiletet; az y- és x-tengely sikjaban pedig az origoban érintkezd, elss,
ill. harmadik negyedben fut6 két félparabolaivbél allé gorbe pontjain at a z-tengellyel parhuzamosan hizott egyenesek alkotta
hengerfeliiletet képezziik. A két feliilet metszésvonala adja a szoban forgo gorbét (1. a, b, ¢ dbra).
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3. Hasznalhatok polinomok helyett mas fiiggvények is. Erre mutat példat a kovetkez6 megoldas.

II. megoldas. Harom térbeli gbrbe vonalat adunk meg, amelyek egyesitésére teljesiilnek a kdvetelmények. Ezek
szemléletesen igy szarmaztathatok. Egy 27 szélességi végtelen sav kozépvonala legyen az ordinatatengely. Abrazoljuk
a tgg fliggvényt a —m < ¢ < 7 szamkozben (2.a dbra), majd hajlitsuk Gssze a savot egy (egységnyi sugarti) hengerré.
A henger harom példanyéat helyezziik el ugy, hogy a tengelytik rendre az x-, y-, z-tengely legyen, a sav (0,0) pontja
pedig az y-, z-, illetSleg a-tengely egységpontjaba keriiljon. (A 2.b dbra a harmadik hengert abrazolja.)
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A feltételek teljesiilésének igazolasdhoz célszerd a pontok koordinatait formuldkkal megadni. A z-tengely koriili
henger egy pontja legyen P, vetiilete az z, y koordinatasikon P’, az ehhez mutaté vektornak az z-tengely pozitiv
felével bezart szoge ¢. Ekkor az (1, 0, 0) ponttol P'-ig terjedd koriv hossza is ¢, igy a P pont koordinatéi:

— — g .
T = CoS ¢, Yy =sIn @, Z—tga.

A masik két gérbe pontjainak koordinétai:

T =tg %, y=cos ¢, z=sin¢p, ill.

T = sin @, y:tgg, Z = COS @,

 mindharom esetben —7 és 7 kozti szoget jelent (radidnban mérve).
Egy tetszés szerinti sik egyenlete

(1) ar+by+cz+d=0
alaku, ahol a, b, ¢ kozt van 0-t6l kiilonb6z6. Ennek a harmadik gorbével valé metszéspontjai azok a pontok, amelyek
koordinatai az

acos<p+bsing0+ctg%+d20

egyenletnek eleget tévs  értékekhez az elsé egyenletharmassal meghatarozott értékek.
Az egyenlet t = tg g—re vonatkozoé algebrai egyenletté alakithatd a kovetkezs Osszefiiggések felhasznalasaval:

2 sin fcos hd
: 2 2 2t
sin ¢ = = ;
sinzf—l—cos?f el
2 2
cos? 2_ sin? g 1_¢2
cos p = =

= 5-
Lo 5 ¢ 1+t
sin 24—cos 5

Ezeket beirva, a torteket eltavolitva és az egyenletet rendezve kapjuk, hogy:

(2) ct® +(d—a)t® +2bt +a+d = 0.

Ennek legfeljebb 3 megoldasa van (a valés szamok korében), kivéve, ha az azonosan 0 polinomrol van szo6, vagyis ha
b=c=d—a=a+d=0.

Ekkor azonban a és d is 0, s igy az (1) egyenlet minden (z, y, z) szamharmasra teljesiil, nem sik egyenlete. Mivel tgf a

—m < p < 7 szamkozben minden valéds értéket felvesz, és mindegyiket csak egyszer, igy a siknak a gorbével legfeljebb
3 kozos pontja lehet.

Ugyanigy adodik, hogy egy siknak a mésik két gorbével is legfeljebb 3-3 kozos pontja lehet, az egész ponthalmazzal
tehat legfeljebb 9.

Az is vilagos, hogy minden siknak van k6z6s pontja a halmazzal, mert ha pl. ¢ # 0, akkor a (2) egyenlet harmadfoku
és igy van valds gyoke.

Megjegyzések. 1. Szemléletesen a hengert elmetszettiik egy sikkal, és azt kérdezziik, hogy ha a hengerfeliilletet egy alkotoja
mentén felvagjuk és a sikba teritjiik, a metszésvonal hany pontban metszi a tangensgorbe képét. Belatjuk, hogy ha a sik metszi
a henger tengelyét, de nem merdleges ra, akkor a metszésvonal a sikba teritve egy szinuszvonalat ad.

Valoban, a henger egy tetszés szerinti pontjanak koordinatai x = cos ¢, y = sin ¢, z alakban irhatok, igy az (1) sikkal valo
metszéspontokat azok a ¢ értékek szolgaltatjak, amelyekre

acos p+bsin p+cz+d=0.
A sikra kimondott feltételek akkor teljesiilnek, ha ¢, tovabba a és b koziil legalabb az egyik nem 0. Ekkor egyenletiink igy

alakithato at:
z=-2 cos —ésin —é—ﬂsin( —a)—g
¢ LS oo T c ® c’



ahol a-t a
—a b

—, s = ——
Va? +1? Va® + 12

Osszefiiggések hatarozzak meg. Ezzel a kimondott allitast igazoltuk. A fenti meggondolas azt a szemléleti megfigyelést igazolja,
hogy a két vonalnak legfeljebb 3 metszéspontja lehet.

sin a =

2. Megfelels ponthalmazok szamtalan méas elgondolas alapjan is elkészithetk, és meriilt is fel sok tovabbi példa a dol-
gozatokban. Tobben Allitottdk azonban azt is, egyesek indokolni is probaltdk, hogy a kivant tulajdonsagi ponthalmaz nem
létezik.

3. A felmeriilt példak mindegyikében volt olyan sik, amelyik a ponthalmaznak legalabb 5 pontjat tartalmazta. Kézenfekvs
kérdés, hogy nem adhatd-e meg olyan ponthalmaz, amelyiknek minden sikon 5-nél kevesebb pontja van. Nem cstkkenthets ez
a szam 3 ala, hiszen a halmaz barmely 3 pontjan at fektethets sik. Mély halmazelméleti modszerekkel bebizonyithato, hogy
létezik olyan ponthalmaz is, amelyiknek minden sikon pontosan 3 pontja van. Ez a bizonyitas azonban csupan a ponthalmaz
létezését adja, elgallitasahoz vagy egyéltalan az elképzeléséhez sem ad semmilyen tampontot.

Megmutathaté hogy egy folytonos vonalnak, ha kielégiti a feltételeket, mindig van 5 egy sikban 1év6 pontja.



