I. megoldas. Mivel a négy szam szerepe semmiben sincs kitiintetve egymashoz képest, feltehetjiik az &ltalanossag
megszoritasa nélkiil, hogy a a legkisebb, tovabba, hogy ¢ < d, tehat

a<b a<c<d.
Nem lehet a > 2, mert akkor ¢ > 3, és igy
ab>2b>a+b=cd>3d>c+2d=ab+d > ab
kellene, hogy fennélljon, de ez lehetetlen. Eszerint
a=1, ¢>2 é d>c+1,

tehat
a+b=14+b=cd>2d>c+14+d=ab+1=0b+1.

Ez csak ugy allhat fenn, ha mindeniitt az egyenlGség jele érvényes, tehét
c=2, d=c+1=3, é b=cd—1=05.

Az 1, 5 és 2, 3 szampér valoban megfelel a feltételeknek. Ezekbdl tovabbi 7 megfelels szampéart kapunk, ha a parok
elemeit egymas kozt felcseréljiik, tovabba ha a két part megcseréljiik.

IT. megoldas. Alakitsuk at a feltételi egyenlSségek felhasznalasaval az (a — 1)(b — 1) szorzatot:
(a—1)(b—-1)=ab—a—-b+1l=c+d—cd+1=2—(c—1)(d—-1),

azaz

(a—1Db-1)4+(c-1)(d-1)=2.

Miutén a feladat pozitiv egész szamokrol szol, ez csak ugy allhat fenn, ha a bal oldalon vagy mindkét tag 1, vagy
az egyik 0, a méasik 2. Az els6 lehetGség egyediil az a = b = ¢ = d = 2 esetben kovetkezik be. Ezekre teljesiilnek a
feladatban megkivant egyenlGségek, de a szdmok nem kiilonbo6zok.

A masodik eset akkor kovetkezik be, ha az egyik szdm 1, mondjuk a = 1, amibdl kdvetkezik, hogy

(c—1)(d—1)=2.

Feltehetjiik, hogy ¢ < d. Ekkor ¢ — 1 =1, d — 1 = 2 kell, hogy legyen, azaz c =2, d=3ésb=1-b=c+d=>5. Ezek
az értékek kielégitik a feladat Gsszes kovetelményét.

II1. megoldas. A feltételi egyenlGségekbdl kovetkezik, hogy

a+b c+d 1 1 1 1
'=Ta —(a+3>(z+a>'

A jobb oldalon vagy mind a két tényez6 1, vagy az egyik — mondjuk az elsé — nagyobb, a méasik kisebb, mint 1. Az

elsé feltétel csak ugy teljesiilhet, ha mindegyik tort értéke 37 tehdt a = b = ¢ = d = 2, de ezek nem kiilénbozsk.
A masodik esetben, tehat ha

1
- >1,
a+b
nem lehet a > 1, mert akkor b > 2, s igy
11 1 1
4+ -<-4+-<«1
a+b_2+3<
Eszerint a = 1, s igy b > 2, amibdl kovetkezik, hogy
1+1<1+1 3 tohéit 1+1>2
-+ = - == ehat —+=2>-.
a b~ 2 2 c d~— 3
Nem lehet ¢ > 2, mert akkor d > 3, s igy
1+1<1+1<2
c d—3 4 3

Eszerint ¢ = 2 és a feltételi egyenletek igy alakulnak:
b=1-b=2+4+d, 14+b=2d=2b—-4,

tehat b=05,d=3. Az 1, 5; 2, 3 szAmparok megfelelnek a feltételeknek.



Megjegyzés. Miutan megallapitottuk, hogy a = 1, érdekes befejezés a kovetkezs: az
1+b=cd, b=c+d
egyenldségekbdl a masodikat c-vel szorozva és az els6t felhasznalva
be=c*+1+b.
Az egyenlGséget 4-gyel szorozva igy alakitjuk at:
4% —4bc+b>+8 =0 —4b+4, azaz (2c—b)> +8=(b—2)°.

A négyzetszamok koziil csak az 1 és a 9 kiilonbsége 8, tehat [2c — b| = 1, |b — 2| = 3, és innen ismét megkapjuk az el6bbi két
szadmpart.

IV. megoldas. A feltételi egyenletekbdl kovetkezik, hogy

ab c+d

a+b cd

ab c+d
a+b cd
nagyobb néla. Az els6 esetben ab = a + b, amib6l (a — 1)(b — 1) = 1, s igy — pozitiv egész szamokrol lévén sz6 —
a = b = 2. Ezek azonban nem kiil6nb6z6k.
A masodik esetben ab < a + b, és mivel egész szamokrol van szo,

Mind a két tort pozitiv , s igy vagy is, is 1, vagy az egyik, mondjuk az elsg, kisebb 1-nél, a mésodik

ab<a+b-1, azaz (a—1)(b—1)<0.

A bal oldal nem lehet negativ, tehat 0 az értéke, vagyis az egyik szdm, mondjuk a = 1.
Ekkor
cd=1+b=14+1-b=1+4c+d,

amibdl c-t kifejezve
d+1 2
=—=14—-—.
‘cTa-1 T
Mivel c¢ egész, igy d csak 2 vagy 3 lehet, ¢ megfelels értékei pedig 3 ill. 2. Ezzel ismét az 1, 5 és 2, 3 szamparokhoz
jutottunk.



