I. megoldas. Az els¢ 100 pozitiv egész szam koziil kivalaszthaté k-asok koziil ugy véalasztunk ki csoportokat,
ameddig tudunk, hogy egy-egy csoportban ugyanannyinak az 0sszege legyen péros, mint amennyié paratlan. Valasszuk
ki elgszor azokat, amelyekben szerepel vagy az 1 vagy a 100, de nem mind a kett§. Ezeket parokba allithatjuk ugy,
hogy az els6 98 szam koziil kivalasztott egy-egy k — 1-eshez egyszer az 1-et, egyszer a 100-at vessziik k -adiknak. Ekkor
minden par egyik k-asdnak az Gsszege paros, a masiké paratlan.

A maradd k-asok kozil vegyiik azokat, amelyek a 2 és a 99 koziil az egyiket tartalmazzak, a masikat nem. Ezek
koziil is ugyanannyinak az 6sszege paros, mint amennyié paratlan, az el6bbi gondolatmenet szerint. Az eljarast tovabb
ismételjiik a 3, 98, a4, 97, ..., az 50, 51 parral. Ezutan méar csak olyan k-asok maradnak meg, amelyek a kivalasztashoz
hasznalt parok koziil bizonyosaknak mindkét elemébdl tevGdnek Ossze. Ilyenek csak paros k esetén vannak, tehat
paratlan k esetén A-nak és B-nek egyenls esélye van a nyerésre.

Paros k esetén azok a k-asok maradnak meg, amelyek az emlitett 50 par koziil k/2-nek mindkét elemébdl allnak.
Mivel mindegyik par két elemének Gsszege 101, tehat paratlan szam, igy mindegyik fennmaradt k-as elemeinek Osszege
paros, ha k/2 paros és paratlan, k/2 paratlan. Ezek szerint A-nak nagyobb a nyerési esélye, ha k oszthato 4-gyel, ha
viszont k 4-gyel osztva 2 maradékot ad, akkor B esélye nagyobb a nyerésre.
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Megjegyzések. 1. Az elmondottak alapjan ki is szamithatjuk, ki hany esetben nyer. A kivalaszthato k-asok szama < 20> és,

ha k péaros, akkor < )-vel t6bb esetben nyer az egyik jatékos, mint a masik. Igy paratlan k esetén mindegyikiik
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esetben nyer, paros k esetén pedig az egyikiik és méasikuk szamara kedvez6 esetek szama

-6 - -6

2. Az eljaras alkalmazhato akkor is, ha 100 helyett barmilyen paros N szamot mondunk. A valasz ekkor is ugyanaz, mint
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a 100 esetében volt. Ha paratlan N szamot vesziink 100 helyett, akkor mar sohasem egyenl6k a nyerési esélyek. Ilyenkor 1 és
N — 1, majd 2 és N — 2,3 és N — 3 és igy tovabb, ismét hasznalhatok egyenls esélyt ado k-asok kivalasztasara. A fennmarado
k-asok koziil kiilon kell foglalkozni azokkal, amelyekben el6fordul az N. A részletek végiggondolasat az olvasora bizzuk. B-nek
nagyobb a nyerési esélye, ha k 4-gyel osztva 1 vagy 2 maradékot ad, kiilonben A-nak.

II. megoldas. Vizsgaljuk az 1, 2, ..., 2N szamok koziil kivalaszthato k-asokat. Jeloljik D(N, k)-val a péros,
illetve a péaratlan 0sszegi k-asok szamanak a kiilonbségét. Erre a fliggvényre allapitunk meg egy rekurziv osszefiiggést.
Legyen k < 2N — 2. Csoportositsuk a k-asokat aszerint, hogy hany szamot tartalmaznak a (2N — 1, 2N) parbol. Az
els6 csoportba tartozzanak azok a k-asok, amelyek tartalmazzak mind a kett6t, a masodikba azok, amelyek egyiket
sem tartalmazzak, a harmadikba pedig azok, amelyek az egyiket tartalmazzak, a masikat nem.

A harmadik csoportbeli k-asoknak k& — 1 eleme nem nagyobb 2N — 2-nél, és minden ilyen k — 1-es a 2N — 1-gyel
és a 2N-nel is k-assa egészithetd ki. Az elemek Osszege a két k-as koziil az egyikben paros, a masikban paratlan. A
harmadik csoportban tehat ugyanannyi paros Osszegd k-as van, mint paratlan Osszegt, igy ezek jaruléka D(N, k)
értékéhez 0.

A masodik csoport k-asai csupa 2N — 2-nél nem nagyobb szambol allnak, ezek tehat D(N —1, k)-t adnak D(N, k)
értékéhez.

Az els6 csoport minden k-asa k — 2 elemet tartalmaz, amelyek nem nagyobbak 2N — 2-nél, tovabba a 2N — 1-et és
a 2N-et. Az els6 k — 2 elem Osszegét tekintve a vizsgalt kiillonbség D(N — 1, k — 2). A k-asokban még 2N — 1 + 2N,
tehat paratlan szam adodik az Osszeghez, igy annak parossaga az ellenkezGjére valtozik. Az els6 csoport k-asai, tehat
—D(N — 1, k — 2)-vel jarulnak hozza D(N, k) értékéhez. Ezzel a kovetkez Osszefiiggeést kaptuk:

(3) D(N, k)=D(N -1, k)= D(N —1, k—2).

Az Osszefiiggés k = 2N — 1-re és k = 2N-re is helyes, ha megallapodunk abban, hogy ha k > 2N, akkor D(N, k)
jelentsen 0-t.

Ennek alapjan teljes indukcioval igazoljuk a kovetkezo allitast: D(N, k) pozitiv, ha k oszthato 4-gyel, negativ, ha
k paratlan szam kétszerese, és 0, ha k paratlan. Belatjuk el6szor, hogy ez k = 1, 2, 3 és 4-re igaz. (2N tetszSleges,
k-nal nem kisebb paros szam.)

k = 1-re N paros szam van az adottak kozt és N péaratlan, igy D(N, 1) = 0.

Parokat valasztva ki, akkor lesz az 0sszeg paros, ha vagy mind a két szam paros, vagy mind a ketts paratlan, és akkor

N
lesz paratlan, ha az egyik szam paros, a masik paratlan. Az el6bbi és az utobbi tipusi parok szama 2 ( 5 | = N(N-1),

ill. N2, tehat D(N, 2) = —N < 0. Ezek az értékek N = 1-re is helyesek.



Hérom szam Osszege paros, ha mindegyik szam péros, vagy egyikiik paros, a masik ketts paratlan; viszont paratlan
az 0sszeg, ha mindegyik szam paratlan, vagy ha egyikiik paratlan, a masik kett6 pedig paros. Mivel a paros és paratlan
szamok szdma egyenld, igy a kétféle harmasok szdma is megegyezik, tehét

D(N, 3) =0.

Ha k£ = 4, akkor paros Osszeget kapunk, ha mind a 4 paros, vagy mind a 4 péaratlan, vagy koziiliik 2 paros, 2
paratlan. Paratlan lesz az Osszeg, ha a 4 szam kozott 1 paratlan van, vagy ha 1 paros van. Az egyik-, ill. masikféle
esetek szama
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N = 2 esetén az esetek szama 1, ill. 0. Eszerint
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> 0.

A vizsgalt k értékek esetén tehat minden szoba jové N-re igaz az allitas. Ekkor egyszersmind N =1 és N = 2-re
minden széba jov6 k esetén igaz az Aallitas.

Tegyiik most fel, hogy M > 2, K > 4 és igaz az allitas, ha k < K, tovabba az M-nél kisebb N-ekre tetszés szerinti
szoba jovs k mellett. A (3) Osszefliggés szerint

DM, K)=D(M -1, K)—D(M -1, K —2).

Ha K paratlan, akkor K — 2 is, igy feltevés szerint a jobb oldal mindkét tagja 0, tehat D(M, K) is az. Ha K paros,
akkor K — 2 is, és feltevés szerint D(M — 1, K), ha nem 0 (ti. ha M = K), ellenkez6 elGjeld, mint D(M — 1, K —2).
Az indukcios feltételbsl az is kovetkezik, hogy D(M — 1, K — 2) nem 0. Azt kaptuk tehét, hogy D(M, K) sem 0, és
ellenkez§ el6jeld, mint D(M — 1, K — 2). Ez azonban azt jelenti, hogy az &llitas helyessége oroklédik M és K-ra. A
kimondott allitas tehat minden széba jové N, k értékpérra igaz.

Megjegyzések. 1. Felesleges volt D(N, 3) és D(N, 4) kiszamitasa, mert az indukcios bizonyitas mar ezekre is adja az allitas
helyességét. Jonak lattuk azonban mind a 4 lehetséges esetre bemutatni egy-egy példat. Aki nem tartja erdszakoltnak a k =0
eset megengedését, ezt tekintheti a £k = 2 helyett tovabbi egyszertsitésként.

2. A teljes indukcionak itt egy ritkdbban el6fordulo esetével talalkoztunk, a két valtozo szerint egyidejtleg futo teljes induk-
cioval, hiszen mikor M-re és K-ra bizonyitottuk az 6roklédést, fel kellett hasznalnunk azt is, hogy M — 1-re és ugyanerre a K-ra
igaz az allitas. Igy tulajdonképpen a k = 2 eset utéan k& = 3-ra és minden N-re, majd K = 4-re és igy tovabb adodik az allitas
helyessége. Ehhez viszont kell az, hogy a legkisebb N értékre minden szoba jov6 k esetén igaz legyen az allitas. Esetiinkben ez
mindossze az N = 1, k = 1, 2 eseteket jelentette. Annyiban is specialis volt ez a bizonyitas, hogy M-re a K-néal kisebb k-kra
nem volt sziikséges felhasznalnunk az indukcios feltevést.

ITI. megoldas. Az el6z8 megoldasban bevezetett jeloléssel D(50, k)-t kapcsolatba hozhatjuk az
1+ (-1)%, c¢=1,2,...,100

els6fokd polinomok szorzataval. Ebben tugy kapjuk a k-adfokd tagokat, hogy k tényezébdél az x-es tagot vessziik, a
t3bbib6l az 1-et, ezeket Gsszeszorozzuk és az Gsszes ilyen tagot sszeadjuk. Egy-egy ilyen tagban z* egyiitthatoja —1-
nek a ¢ + o + . .. + ¢x-adik hatvanya, ahol az sszeadandok kiilonb6zs, 100-nél nem nagyobb egészek. Az egyiitthatd
tehat 1, ha az Osszeg paros, —1, ha az 0sszeg paratlan. Eszerint z* egylitthatoja a szorzatban éppen D(100, k).

A szorzat masfeldl felvaltva 1+ x és 1 — x tényezdk szorzata, vagyis
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1—503:2+...—|—(—1)j< >x2j+...+x100.
Eszerint egyenlSk a nyerési esélyek, ha k paratlan, ( ) )—vel tobb esetben nyer A, mint B, ill. B, mint A, ha k = 2j
J

és j péaros, ill. paratlan.



Megjegyzés. Az F(k) = D(100, k) figgvényt agy sikeriilt meghataroznunk, hogy hozzarendeltiik az
F(z) =1+ f(Mz+ f(2)z° + ... + £(100)z'"

polinomot, amit sikeriilt mas alakba irni és abbol f értékeit meghatarozni. F-et az f generator fiiggvényének nevezziik. A
generatorfiiggvény gondolata és szamos érdekes alkalmazasa Leonhard Euler (1707-1783) rendkiviil termékenynek bizonyult
felfedezése, ami a matematika szamos agaban alapvetd szerepet kapott. Feladatunkban alkalmazhaté 100 helyett tetszés szerinti
N szamra és az I. megoldashoz fiiz6tt 2. megjegyzésben kimondott eredményre vezet. A szamolas elvégzését az olvasora bizzuk.



