I. megoldas. Egy ABC haromszog teriiletét tekintsiik pozitivnak vagy negativnak aszerint, amint a haromszoget a
csticsok megadott sorrendje szerint koriiljarva, az 6ramutato jarasaval ellentétes vagy azzal egyez6 iranyban haladunk.
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1. dbra

Ekkor végignézve a lehetséges eseteket (1 . abra) latjuk — a haromszogek teriiletét ugyanigy jelolve, mint magat a
haromszoget — , hogy a haromszog sikjanak egy tetszés szerinti O pontjara fennall a kdvetkezs Osszefiiggés:

(1) ABC = OAB + OBC + OCA.

Ha valamelyik harom pont egy egyenesre esik, akkor a keletkezd, egyenesszakassza fajult ,,hdromszog” teriiletén
termeészetesen 0-t értiink.

Feladatunkra térve legyen ABC egy tetszés szerinti haromszog pozitiv koriiljarasnak megfelelGen betiizve. Jeloljiik
a cstcsok tiikorképeit a veliik szemkozti oldal egyenesére rendre Ay, By, ill. Ci-gyel (2. abra).
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2. dbra

Az Ay B1C haromszog teriiletét az eredeti haromszogével, tiikorképeiével, tovabbé az A1 By, B1C1, C1 A; oldalakhoz
csatlakozo egy-egy haromszog teriiletével akarjuk kifejezni. Ehhez alkalmazzuk elészor (1)-et az A; B1C haromszogre,
O-nak az A pontot vélasztva:

A1B.Cy = AA 1By + AB,Cy + ACH Ay

Alkalmazzuk most (1)-et a jobb oldal els6 és harmadik tagjara, O-nak C-t, ill. B-t valasztva:

AA By = CAA +CA B +CB A
AC1 A1 = BAC: + BC1 Ay + BA A

Végiil még a CABA; négyszoget kellene az eredeti haromszogre és titkorképére bontani. Ehhez alkalmazzuk (1)-et pl.
a C AA; haromszogre, O-nak B-t valasztva:

CAA, = BCA+ BAA, + BAC.

Adjuk Gssze egyenleteink bal és jobb oldalait, hagyjuk el a mind a két oldalon el6fordulé tagokat, tovabba a BA; A
és BAA; tagokat, mert ezek 6sszege 0, hiszen ugyanannak a haromszognek a teriiletérdl van szo egyszer pozitiv, egyszer
negativ elGjellel. Igy a kovetkezd egyenlGséghez jutottunk:

A1B1Cy = AB1Cy + CA 1 B1 + CB1A+ BAC, + BC1 Ay + BCA+ BA,C.

Itt az utolso el6tti tag az eredeti haromszog teriilete és vele egyenl6é a harmadik, a negyedik és az utolso tag is.
Ezek ugyanis a tiikkrozott haromszogek teriiletei. A tiikkrozés ugyan megvaltoztatja a koriiljaras iranyat, de mindharom
esetben megfordult a bettizés sorrendje is.

Meg kell még vizsgélnunk a fennmaradt haromszogeket. Ezeknek egy-egy cstcsa kozos az eredeti haromszoggel,
és a koriil az eredeti haromszog megfelel§ szogének a haromszorosa keletkezik, de hol a haromszogon beliil, hol azon
kiviil. Az ebbdl a cstcsbol induld oldalak az eredeti haromszog egy-egy oldalaval egyenlSk. Vizsgaljuk meg kozelebbrol
pl. az AB;C; haromszoget.

Az oldalakra

AB; = AB, AC, = AC.
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3. dbra

A kozbezart szogre — BAC< = « jeloléssel — aszerint, hogy o 0° és 60°, vagy 60° és 120°, vagy 120° és 180° kozé
esik, a By AC1 < értéke (3. abra) 3a, 360° — 3, ill. 3ac — 360°. A haromszog kétszeres teriiletét mint két oldalnak és a
kozbezért sz0g szinuszanak a szorzatat irva, 2AB;Cy abszolat értékére a harom esetnek megfelelGen

AB - AC sin 3a, AB - AC sin (360° — 3a) = —AB - AC sin 3a,

ill.
AB - AC sin (3a—360°) = AB - AC sin 3«

adodik.



A haromszog koriiljarasi irdnya viszont éppen a méasodik esetben pozitiv, az elsGben és a harmadikban negativ, igy
elGjellel is helyesen adja meg a haromszog teriiletét mind a hérom esetben a

2AB101 = —AB - AC sin 3«

egyenldség. Természetesen a megfelel egyenlGség érvényes a masik két haromszogre. Jeloljikk az eredeti haromszog
teriiletét t-vel, a tiikkrozéssel keletkezettét t1-gyel, a haromszog masik két szogét a szokott médon S-val és y-val, akkor
végiil is a kovetkezd Osszefliggéshez jutottunk:

2t1 =8t — AB - AC sin 3a — BC - BA sin 33 — CA - CB sin 3.

Azt kell belatnunk, hogy ez —10t és 10t kozé esik. Osszuk el mindkét oldalt 2¢-vel, a jobb oldal masodik, harmadik
és negyedik tagja esetében azt is a megfelels két oldal és a kdzbezért szog szinusza szorzataként irva, akkor a

2ty 4 sin 3o sin 38 sin 37y

2 sin « sin g sin 7y

aranyrol kell belatnunk, hogy —5 és 5 kozotti érték.
Felhasznalva a kénnyen igazolhato
sin 3¢ = 3 sin p — 4 sin® ¢

azonossagot, a jobb oldal a kovetkezSképpen is irhato:
4(sin® o + sin? B + sin? 7) — 5.

Ebbdl az als6 becslés érvényessége nyilvanvalo, és az is lathato, hogy az arany nem éri el a —5 értéket, de ahhoz tetszés
szerint kozel lehet, ha az egyik sz0g csak kevéssel kisebb 180°-nal, a masik kett6 pedig ennek megfeleléen nagyon kicsi.
Fels6 becsléshez alkalmazzuk 2 tagra a
2 sin ¢ = 1 — cos 2¢,
majd a
cos 2¢ + cos 20 = 2 cos(p + V) cos(p — V)

Osszefiliggést:

2 sin® a + 2 sin? f = 2 — cos 2a — cos 28 = 2 — 2 cos(a + B) cos(a — B) =
=2+ 2 cos~ycos(a — B),

mert a + 8 = 180° — . Fejezziik még ki sin® ~-t cos ~-val, akkor a becsiilends kifejezés igy alakithaté tovabb:

4(sin® o + sin? B + sin®y) — 5 = 3 4 4 cos ycos(a — ) — 4cos? v =
=3+ cos®(a — B) — (2 cos v cos(a — ﬂ))z.

Ez a kifejezés nem nagyobb, mint 4. Egyenls akkor lehet vele, ha cos®(a — ) = 1, a kivonandé pedig 0. Mivel a
szerepl6 szogek 180°-nal kisebbek, ez azt jelenti, hogy

1
a=0 és cosY = 5, azaz ~ =60°,

tehat a haromszog szabalyos.

Eredményeinket Osszefoglalva a bizonyitandé allitdson kicsit tulmenden azt lattuk be, hogy a ¢; elGjeles teriilet —5¢
és 4t kozott valtozik. Az alsd hatart nem éri el, de ahhoz tetszés szerint kozel lehet, a fels§ hatéart viszont eléri, éspedig
egyediil a szabalyos haromszog esetén.

Megjegyzés. A megoldas soran alkalmazott teriiletatalakitdsok kozt szerepelt egy négyszog teriiletének kétféle fel-
osztasa haromszogekre is. Ennek — az ABCD négyszog esetén — az felel meg, hogy (1) mindkét oldalahoz hozzdadjuk
az ACO teriiletet. Ez a jobb oldal utols6 tagjaval 0-t ad, igy

2) ABC + ACO = OAB + OBC.
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4. dbra

Megjegyezziik, hogy ezzel nemcsak konvex, hanem még hurkolt négyszoghtz is rendeltiink teriiletet (4. abra),
vagyis olyanhoz, amelyiknek az oldalai metszik egymast a csticsoktol kiilonb6z6 pontban is. Ez a hozzarendelt érték a
cstcsok megnevezési sorrendjében torténd koriiljaras soran pozitiv irdnyban koriiljart rész teriiletébdl kivonva a negativ



iranyban koriiljart rész teriiletét. A (2) Osszefliggés szerint ez esetben is mind a két lehetséges ,,felosztas” haromszogekre
ugyanarra a teriiletértékre vezet.

II. megoldas. Hasznaljuk tovabbra is az els6 megoldas jeldléseit. Tiikrozziik a haromszog cstcsait a szemkozti
oldalszakaszok felez6pontjara is, a tiikdrképek legyenek Ao, By, Cy. Az A1 Az, B1Bs, C1Cs egyenesek parhuzamosak
rendre a héromszég BC, C A, AB oldalaival, igy egy ahhoz hasonlé H' haromszoget alkotnak. Ezt a haromszoget az
eredetibdl ugy kaphatjuk meg, hogy azt a stulypontjabol négyszeresére nagyitjuk. Valoban, ez a nagyitas az oldalfelezé
pontokat az As, Bs, Ca-be viszi 4t — mivel a silypont harmadolja a silyvonalakat — | a haromszog oldalegyeneseit
pedig parhuzamos egyenesekbe (5. dbra).
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5. dbra

Az Ay As szakasz megkaphato ugy, hogy a BC oldal felez6pontja és a magassag talppontja kozti szakaszt A-bol
kétszeresére nagyitjuk. H'-ben viszont az Ay oldalfelezé pont és a magassagtalppont kozti szakasz négyszer akkora,
mint az eredeti haromszogben, tehat A; H'-ben az oldalfelezs pont és a magassagtalppont kozti szakasz felezépontja.

Eszrevételiinket a kovetkezd egyszertd segédtétel ismételt alkalmazasaval fogjuk hasznositani: Legyen az IJK ha-
romszog sikjanak tetszés szerinti pontja L, és L tiikorképe I-re M. Ekkor

(3) 1K = %(LJK + MUK,

Meérjiik a JK egyenestdl a tavolsagot elGjelesen tgy, hogy az I-t tartalmazo félsik pontjainak a tavolsaga legyen olyan
elGjeld, mint az IJK koriiljaréasi irdany, a masik félsikban lev pontoké pedig ellenkezd elGjeld. Ekkor a haromszogek
teriilete tigy szamithato, mint a K J tavolsig szorozva a hozza tartozd magassaggal, a magassagokra pedig érvényes a
megfelels Osszefliggeés (6. abra).
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6. dbra

Jeloljiik H'-ben az Ay, By, Ci-et tartalmazé oldalakon levé magassag talppontokat rendre Ty, T, T.-vel, a harom-
szOg csucsait pedig As, Bs, Cs-mal. Ekkor, kétszer alkalmazva (3)-at

1
t, = A1B1C1 = 5(1423101 +T,B:1Cy) =
1
= Z(AQBQC& + AT, Cq + T, B2 Cy + TaTbOl).

Itt A3 BoCy = A3 BoCy, mert C1Cy parhuzamos As Ba-vel, az utobbi haromszog pedig az ABC héromszog kétszeres
nagyitasa, teriilete tehat 4t. A tobbi haromszoget (3) alapjan tovabb bontva

1
ti=t+ A (AT Co + AsTyT, + Ty BoCo + Ty BoT, + T, Ty Co + T TpTy).

Itt az els6 és a harmadik tag ismét As BoCa-vel egyenls, mert Ty By || A2Cy és T, As || B2Ca. Az utolso tag a haromszog
talpponti haromszogének teriilete, ez az eredeti haromszog to talpponti haromszoge teriiletének 16-szorosa. A maradé
harom haromszog egy-egy csicsa oldalfelez6pont, igy ezeket tovabb alakithatjuk (3) alapjan:

1
t1 =2t + 2t, + 1—6(B3Tch + CsTyTe + ToCsT, + Ty AsT. + T, Ty As + T Ty Bs).

A zarojel els6 és utolso tagja, tovabba a maradd két-két szomszédos tagpar egy-egy négyszog teriiletét adja. Ezeket
(2) alapjan a masik atlojukkal osztva ketté,

BBTaTb + BBTbTC = TCB3Ta + TCTaTb;

C3Tch + C'31—‘0/11(1 = TaCSTb + TaTchu

AT Ty + AsT, Ty, = TyAsT,. + Ty T.Ty,.

A bal oldalak Gsszege a zarojel 6 tagjat adja, a jobb oldalak els6 oszlopa és egyszer a talpponti haromszog pedig
H'-t, aminek a teriilete 16¢. Kétszer H' talpponti haromszogée 32to, igy végiil a kovetkezs dsszefiiggeést kaptuk:

t1 = 3t + 4o.

Az ABC haromszoget pozitiv koriiljaras szerint bettztiik meg, a talpponti haromszog koriiljarasi irdnya azonban
hegyesszogi haromszog esetén pozitiv, tompaszogi haromszognél viszont negativAzt kell tehat belatnunk, hogy ¢
érteke t/2 és —2t kozé esik.

A derékszogl haromszognél két magassagtalppont egybeesik a derékszogi cstcsban, igy to = 0, tehat ezekre t; mindig 3¢, amit kdnnyd
kozvetleniil belatni.(Ez a tény vezetett egyébként a feladathoz.)



Hegyesszogi ABC héaromszognek legyen az A-nal levs szoge a legnagyobb vagy a legnagyobbak egyike. A BC, C'A,
AB oldalakon levé magassagtalppont legyen rendre T3, T, T5. A Ti-en at AB-vel és AC-vel huzott parhuzamosak a
T1 D AE paralelogrammét metszik ki a haromszoghdl (7. abra). Ez tartalmazza a talpponti haromszoget. Ez azért igaz,
mert ABT T és ACT1T5 hirnégyszog, s igy mindketts T1-nél levé kiilss szoge a BAC <t-gel egyenld, a két parhuzamos
tehat az egyiknek, ill. a mésiknak a szogteréhez tartozik. Ekkor azonban Ty az AD, Ts az AFE szakaszon van.
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7. dabra

Legyen Ty < T1B. Ekkor mérjiik r& DT; meghosszabbitasara a vele egyenls T F szakaszt. Az F-en at T FE-vel
parhuzamosan huzott egyenes messe AB-t G-ben. Az ADF G paralelogramménak a haromszogon ttalnyulé része egybe-
vagb a T1C' D haromszoggel, igy a paralelogramma teriilete nem nagyobb a haromszogénél. A Ty D AFE paralelogramma
és az altala tartalmazott talpponti haromszog teriilete tehat nem nagyobb, mint /2.

Ha az ABC héaromszoghen A-nél tompaszog van, akkor a talpponti haromszog T1T>T5 sorrendben torténd koril-
jarasa ellenkez$ iranyu, mint az ABC haromszogé. (8. abra).
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8. dbra

A teriilet abszolut értékét nézve a To AT5 haromszog hasonlé BAC-hez és kisebb néla, mert az utébbinak az egyik
oldala a kor dtmérGje. Az ATyTy, AT5T) haromszogek teriilete kisebb a veliik k6zos oldalu ABTy, ill. ACT; haromszo-
gekénél, mert a ko6zos oldalhoz tartozé magassédgok az utébbi haromszdgekben nagyobbak. Ebben az esetben tehat a
talpponti haromszog teriilete kisebb a haromszog teriiletének kétszeresénél. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Ez a megoldas is szolgaltatja az I. megoldasban nyert pontosabb eredményt. Egy paralelogrammé-
ba irt haromszog teriilete ugyanis nem nagyobb, mint a paralelogramma teriiletének a fele és akkora csak tgy lehet, ha
a haromszog két csicsa a paralelogramma két szomszédos csicsa, a harmadik cstcs pedig az ezek kozti oldallal szem-
kozti oldalon van. Ebbél kovetkezik, hogy hegyesszogli haromszog talpponti haromszogének a teriilete nem nagyobb a
haromszog teriiletének a negyedénél, és konnyen lathato, hogy egyenls egyediil a szabalyos haromszog esetén lesz.

Tompaszogi haromszog esetében viszont lathaté a bizonyitédsbol, hogy a talpponti haromszog teriilete kozel lehet
2t-hez, ha Ty és T3 kozel van B-hez, ill. C-hez, de azt nem érheti el.

2. Megoldhatjuk a feladatot koordinatageometria segitségével is. Valaszthatjuk pl. a BC oldal egyenesét X-
tengelynek és az A-bol rabocsatott merdlegest Y-tengelynek. Célszerd tovabba a B-bdl és C-bdl indulé magassagok
talppontjai koordinataival fejezni ki B és C tiikorképét. Ezaton eljuthatunk akir az I., akar a II. megoldasban nyert
teriiletformulahoz.

3. Azok szamaéra, akik ismerik a vektorok vektorialis szorzatat, vazolunk egy ezt felhasznald megoldéast. A vy és vo
vektor vektoridlis szorzatan, vi X vo-n azt a vektort értjiik a térben, amelyiknek hossza a vektorok meghatarozta para-
lelogramma teriilete, irdnya meréleges a két vektor sikjara és annak arra az oldalara mutat, amelyikr6l nézve v pozitiv
irdanyban forgathato 180°-nal kisebb szoggel va-be. Ez a miivelet nem kommutativ, hiszen a tényeztk felcserélésével
elGjelet valt. ElGjelet valt a szorzat akkor is, ha az egyik vektort az ellentettjével helyettesitjiik. Ennek megfelelGen,
ha mindkét vektor elGjelét megvaltoztatjuk, vagy az egyik elGjelét valtoztatjuk és a tényezdket megcseréljiik, akkor a
vektoridlis szorzat értéke nem véltozik. Azt kell még tudni rola, hogy disztributiv:

vy X (Va4 v3) =vy X Vot v X Vs és (Va+V3) X Vi =02 X V1 + V3 X V.

ey
Az Ay B;Ch haromszog kétszeres teriiletét az A1 By x A1Ch szorzat adja. A tényezdket igy hatarozhatjuk meg:

A1B; = CB, — CA, = 2(CTy — CTy) + CA — CB = 2T\ T) + BA,
mert pl. CA; + CA =2CT; (9. abra).
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9. dbra

Hasonléan AlCl = 2T1T3 + Cﬁ és igy a kettSt tagonként Osszeszorozva 2t; -et a kovetkezS vektorok elGjeles

hosszanak 6sszege adja — az A X ﬁ vel egy irdnyba mutato6 vektorok hosszat tekintve pozitivnak, az azzal ellentétes
iranytakét negativnak —

_— o =
AT\ Ty x TyTh + 2T Ts x CA + 2BA x TyTh + BA x CA.

Az els6 tag 8tg, az utolso 2t. A kozbiils6 kettSben az oldalt a rajta levs talpponttal osztva a
e B S S T T ——
TiTy x CTh + TyTy x ToA + BTs x ThTo + Ts A x Ty T4

Osszeg kétszeresét kapjuk. Az Osszeg egyes tagjai a Ty 1C, To ATy, T3BTy, T5T1 A haromszogek kétszeres teriiletét
adjak, ezeknek az Osszege pedig az ABC haromszog teriilete (10. abra). Ezeket figyelembe véve a t1 = 4tg + 3t
formuléhoz jutunk.
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10. dbra

A koordinatakkal felirhato teriiletformula tagjait alkalmasan csoportositva ugyanezeknek a haromszogeknek a te-
riileteit ismerhetjiik fel.

4. Volt, aki az A; By, B1C1, C1A4; oldalak négyzetét fejezte ki az oldalakkal, és a szogek haromszorosaival, és
helyettesitette be a Heron—formulaba. Ezen az tton is el lehet jutni — elég faradsagosan — az I. megoldés formulajahoz.



