I. megoldas. A feladat allitasat teljes indukcidval bizonyitjuk. Ha n = 2, akkor a Py P; P, hdromszoget kell az 1
szammal megszamozni, és ez lehetséges, mégpedig egyféleképpen.

Tegyiik most fel, hogy n = (k — 1)-re igaz a tétel, vagyis egy haromszogekre bontott, konvex k-sz6g haromszogeit
meg lehet szamozni a kivant modon. Legyen Py P ... P, egy konvex (k+ 1)-sz0g, amelyiket egymast nem metsz6 atlok
haromszogekre bontanak. Hagyjuk el a Py csucsot, és a bel6le indulé Py, P; szakaszok helyett hazzuk meg a Py_1 P;
szakaszokat. Ezzel a PyP; ... Py_1 sokszog egy felosztasat kaptuk atlok utjan. Ezek az atlok sem metszhetik egymaést,
mert azok az 4tlok, amelyek az eredeti sokszogben is meg voltak huzva, nem metszik egymaést, egy olyan Pj_1 P; 4tlo
pedig, amelyik egy Py P; 4tlo helyébe 1épett, csak olyan 4tlot metszhetne &t, amelyiknek egyik végpontja Pr_1 és Py
kozt van, ide azonban nem esik cstcsa egyik sokszognek sem.

Az 4j atlok a (k—1)-szOget haromszogekre bontjak. Az eredeti sokszognek azok a részharomszogei ugyanis, amelyek-
nek nem csucsa Py, szerepelnek a (k — 1)-sz0g felbontasaban is. Az eredeti sokszogben van egy P;P,_1 P haromszog,
ezt Osszehuztuk a Pr_1 P; atlora, a P;P; P, hiromszdgek helyébe pedig, ha i < j < k — 1, a P;P;P,_1 haromszogek
lépnek. Ezek egyiitt hézag és atfedés nélkiil kitoltik a Py P; ... Py_1 sokszoget. Ezek a haromszogek az indukcios feltevés
szerint megszamozhatok a kivant médon az 1, 2, ..., k — 2 szdmokkal.

Ezutan a k-szog felbontasaban azok a haromszogek, amelyek a (k — 1)-sz0g felbontasaban is szerepelnek, tartsak
meg sorszdmukat. Ha 7 < j < k — 1, és ha a P, P; P, haromszog fellép, akkor kapja azt a sorszdmot, amit a k-
sz0g felbontasédban a P;P;P,_1 haromszog kapott (ez i vagy j). Végil a P;jPy_1 Py haromszognek a k — 1 sorszdm
jut. Vilagos, hogy igy minden haromszognek van a sorszamaéaval egyezd indexi csicsa. A (k + 1)-szog haromszogei is
megszamozhatok tehat a kivant mddon.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas menetét kovetve az is belathato, hogy mindig csak egyféleképpen végezhets el a
haromszodgek megszamozasa a kovetelmeényeknek megfelelGen.

2. Abbol a feltételbdl, hogy egy konvex m-szget egyméast nem metsz6 atlok haromszogekre bontanak, kovetkezik,
hogy m — 3 atloval m — 2 haromszogre van felosztva a sokszdg. Valdéban, minden 4tlé meghuzasa 1-gyel noveli a
részsokszogek szaméat, a részsokszogek oldalainak egyiittes szama pedig 2-vel szaporodik, mert a korabbi oldalakon
kiviil a meghuzott 4tl6 is oldala lesz két sokszognek. Ha tehédt k &tl6 meghuzasa utan csupa hiromszog keletkezett,
akkor egyfelsl k — 1 haromszog keletkezett 3k + 3 oldallal, mésfell a keletkezett részsokszogek oldalainak egyiittes
szama m+ 2k. Ebbdl kovetkezik allitasunk. Ezeknek a részadatoknak a kiszamitasa azonban foloslegesen terhelte volna
a megoldasra rendelkezésre allo id6t.

3. Mas lehetGségek is kinalkoztak indukcios bizonyitasra. Ezeket csak roviden jelezziik.

a) Fogalmazzuk az indukcios feltételt agy, hogy a k-nal kisebb n-ekre igaz az allitas. Egy (k+ 1)-szog felbontasaban
szerepel egy Py P; Py, haromszog. Ennek a j sorszdmot kell kapnia. Maradt két k-nal nem tobb oldalt sokszog, vagy
esetleg csak egy, ezeknek a haromszogeit az indukcios feltevés felhasznalasaval meg tudjuk a kivant médon szamozni.

b) Koénnyen lathato, hogy Py és P, legalabb egyikébdl indul ki 4tlo. Egy ilyennel két részsokszogre bontva, azok
részharomszogei az indukceios feltétel felhasznalasaval megszamozhatok a kivant modon.

c) Tobben azt bizonyitottak be, hogy van legalabb két olyan cstcs, amelyikb6l nem indul ki atl6. Ennél valamivel
tobbet is allithatunk. Egy ilyen , 4tlémentes” csiiccsal szomszédos cstucsokat atlonak kell 6sszekdtnie, ha a sokszog ha-
romszogekre van bontva (amibdl kovetkezik az is, hogy két szomszédos csics nem lehet egyszerre atlomentes). Nevezziik
a keletkez6 haromszoget szélsének és jeloljiik a széls6 haromszogek szamat s-sel. Ezeknek két oldala sokszogoldal, a
harmadik 4tl6. Lesz n + 1 — 2s olyan haromszog, amelyiknek egy oldala sokszdgoldal, kettS atlod, és lehetnek olyan
haromszogek is, amelyeknek mindegyik oldala &tlo. Az utobbiak szamat jeloljiik b-vel Ekkor

3b+2(n+1-2s)+s=2(n+1)—3(s—b)
az atlok kétszeres szaméat adja, vagyis (2n — 4)-et. Innen
s=(b+2)

adodik, vagyis a széls6 haromszogek szama 2-vel nagyobb a ,,bels¢” haromszogekénél, tehat legalabb 2.

Két széls6 haromszog ,,kozépsd” (atlomentes) csucsa koziil legalabb az egyik kilonbozik Py-tol is, P,-t6l is. Egy ilyen
haromszog csak a kdzépss csics sorszamat kaphatja. Egy ilyen haromszoget elhagyva a maradoé sokszog haromszogeit
meg tudjuk szdmozni az indukcids feltétel alapjan a kivant moédon.

Adhatunk kozvetlen utasitast is a hdromszogek megszamozasara.

II. megoldas. Adjuk a felosztasban szereplé P;P; P, haromszognek, ha ¢ < j < k, a j szdmot. Ezzel minden
haromszog kapott szamot. Az is vilagos, hogy mindegyiknek a szama legalabb 1 és legfeljebb n — 1. Elég tehat még
azt belatni, hogy két haromszog nem kaphatta ugyanazt a sorszamot.

Ha a fenti P;P;P, haromszogon kiviil még valamelyiknek cstcsa P;, akkor ennek nem lehet csiicsa a sokszog
keriiletének Pj-t6l Po-on 4t Pj-ig mend részén, mert az azt Pj-vel 6sszekotd atlo metszené P; Py-t. Nem lehet egy ilyen
haromszognek egy cstcsa a keriilet P; P; részén, egy pedig a P; Py, részen, mert az ezeket 6sszekots 4tl6 metszené P Pj-t
is, P;Py-t is. Ekkor azonban P; a kérdéses haromszognek vagy legkisebb indexii csicsa, vagy a legnagyobb indexd, s
igy a haromszog j-t6l kiilonboz6 sorszamot kap. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A feladat allitdsa igaz marad akkor is, ha tetszés szerinti sorrendben irjuk a csicsok mellé a 0,1,...,n
sorszamokat. Ha egy ilyen sorszamozas mellett Py és P,, szomszédosak, akkor kénnyen lathato, hogy az allitds nem
lényegesen mas, mint az eredeti. Tegyiik tehat fel, hogy nem szomszédosak. Ismét teljes indukcioval bizonyitunk.



Ha n = 3, akkor Py és Ps atellenes csticsok. Ha a négyszog a Py Ps atloval van kettéosztva, akkor nyilvan a Py P P
haromszognek kell az 1 szamot kapnia, a masiknak a 2-t. Ha viszont a PP, atlé6 van meghuzva, akkor barmelyik
haromszog kaphatja az 1-et és a masik a 2-t.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz a legfeljebb k oldala sokszogekre és legyenek egy haromszogekre bontott (k + 1)-
sz0g csucsai tetszés szerinti sorrendben Py, P, ..., P;-val jeldlve, de Py és Py ne legyen szomszédos. Ha Py Py szerepel
az atlok kozott, akkor ez két olyan sokszogre osztja a (k + 1)-szOget, amelyek kiilon-kiilon eleget tesznek a feladat
feltételeinek (csak itt mar két szomszédos csucs az, amelyeknek az indexét nem hasznalhatjuk fel a haromszogek
szamozasanal), ezek haromszogei tehat megszamozhatok az indukcios feltevés szerint a kivant modon. Ha a Py Py, atlo
nincs meghizva, akkor legyen P; és P; a legkozelebbi cstcs Py két oldalan, amelyik 6ssze van kétve Fy-val. Mivel a
sokszog haromszogekre van bontva, a P, P; atlonak szerepelnie kell a kijelolt atlok kozt. Vagjuk ketté ezzel a (k + 1)-
szoget, és a Pp-t tartalmazod sokszogben zarjuk még ki az i-t, a Py-t tartalmazé sokszogben a j-t a haromszogek
szamozasara megengedett értékek koziil. Ekkor a részsokszogek haromszogei megszamozhatéok az indukcios feltétel
szerint a kivant modon, és ez a szamozas megfelels lesz a (k 4 1)-szogre is, mivel a Pp-t tartalmazo sokszégben j-t, a
Pyt tartalmazoban pedig i-t felhasznaltuk szamozasra.



