I. megoldas. a) Irjunk a Pascal-haromszogben a paratlan szamok helyébe 1-et, a parosak helyébe 0-t. Ekkor a
hogy két paratlan szam Osszege paros. A kovetkezékben a modositott haromszoget a modositott képzési szaballyal
fogjuk Pascal-haromszognek nevezni.

Felirva valameddig a haromszoget, a kovetkezs szerkezetet vehetjiik észre: ha 2" szamu sort irunk fel, akkor az
utolsé sor csupa 1-esbdl all, és a kovetkezs 2™ sorban két 2™ sorbdl allo Pascal-haromszog keletkezik egymas mellett,
kozottiik pedig csupa 0 (1. dbra).
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Belatjuk teljes indukcioval, hogy ez minden n-re igaz.

Vilagos, hogy n = 1-re igaz az allitas (mar n = O-ra is).

Tegyiik fel, hogy n-nek valamilyen k értékére a 2*-adik sorban csupa 1-es all, szam szerint 2¥ darab. Ekkor a
kovetkezd sor két szélén 1-es all, koztiik pedig 2% — 1 darab nulla. A tovabbi sorokban a 0-k szama egyesével csokken,
a két szélén pedig egy-egy djabb Pascal-haromszog keletkezik egyméstol fliggetleniil addig, mig a koztiik levé 0-k el
nem fogynak. Ez a 2¥-adik 1épésben kivetkezik be. Az ez alatt kialakult két Pascal-haromszog utols6 sora feltevésiink
szerint csupa 1-esbél all, tehat a 2+ sorbél 4allo Pascal-haromszog utols6 sora is csupa l-esbdl all. A tulajdonsag
tehat oroklsdik. Ezzel belattuk, hogy fennall minden n-re.

b) Felirva n néhany kezdg értékére a 2" sorbol allo haromszoget, az oszlopok szerinti Osszegzés a kovetkezs ered-
ményeket adja (a fols6 sorba a sorok szamat, ald az oszlopOsszegek péaros vagy pératlan voltat jelz6 0, 1-ek sorozatat
irtuk):

20 28 | 2? | 2°
1]1,1,1]11,0,1,0,1,1] 1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1

Azt latjuk, hogy kézépen mindig 1-es all, odaig balrol 1, 1, 0 ismétlédik periodikusan, jobbrol 0, 1, 1; paros hatvany
esetén nincs toredék harmas, paratlan hatvanynal viszont a k6zépsd 1-es mellé még egy-egy harmas elsg, illetSleg utolsod
1-ese kertil.

Belatjuk teljes indukcidval, hogy az oszlopOsszegek szerkezete, ha 2™ sort haromszog oszlopait Osszegezziik, minden
n-re ilyen. Az els§ néhany n értékre méar lattuk, hogy ez igaz.

Az is vilagos, hogy kozépen 1-nek kell allnia, akdrhany sor utan Osszegeziink is, hiszen a haromszogek a)-ban
megallapitott szerkezete szerint az els6 sor egyetlen 1l-ese ald a tovabbiak soran mindig 0 keriil.

Tegyiik fel, hogy n valamilyen k értékére igaz az allitas. Osszegezziik a 257! sorbol allo haromszoget gy, hogy
kiilon Gsszegezziik az elsG 2% sort és kiilon a tobbit, majd a két keletkezd Gsszegsort is Osszegezzilk. Ezt kivantuk jelezni
a 2. abran. Az a) rész szerint a masodik sorban kétszer ismétlgdik az elss sorbeli sorozat; a kozéps6 1-esek az elss sor
els6 1-ese el6tti, ill. az utolsd 1-es utani hely ala keriilnek.

(1,1,0...1[... 0,1.1]
[1,1,0,...1]... 0,1, ][1,1,0,.. .0[... 0,1.1]

2. abra

Ha most k paros, akkor az 1, 1, 0 harmasok ala 0, 1, 1 harmasok keriilnek, ill. a jobb oldalon megforditva. Ezekbdl
osszegezve 1, 0, 1 lesz. Igy a végeredmény a kovetkezo: 1, 1, 0 harmasok kovetkeznek az also sorban a bal oldali kdzéps6
1-esig, majd ez utdn 1, 0, 1 harmasok. De akkor az els6hoz hozzacsatolva a kozéps6l-est, tovabbra is 1, 1, 0 harmasok
kovetkeznek, mig a felsé sor kozépsd 1-ese el6tt marad még kiilon egy 1-es. Hasonléan a jobb oldalan is marad egy
1-es, majd 0, 1, 1 harmasok kovetkeznek. Ezzel épp a péaratlan kitevére vonatkozo szerkezetet kaptuk.

Ha viszont k paratlan, akkor a folsé sor szélsG 1-eseit valasszuk kiilon. Ezek utan 1, 0, 1 hdrmasok kovetkeznek
mindkét oldalrol egészen a kozépss 1-esig. A bal oldalon az elsG 1-es alatt az alsé sorozat kézépss 1, 1, 1 harmasanak
az utolso 1-ese all, utana pedig az 1, 0, 1 harmasok alatt 0, 1, 1 harmasok. Igy 6sszegzéskor csupa 1, 1, 0 harmasokat
kapunk a kozéps6 1-esig. Jobbrél ennek a tiikdrképe all, igy ebben az esetben a péros kitevének megfelels szerkezet
adodott. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



A feladat 219, tehat a paros hatvany szamu sor utani osszegezés esetén kérdezi a paratlan oszloposszegek szamat.
Ekkor 2046 /3 6sszegharmas keletkezik 2-2 paratlan sszeggel, és ehhez jarul még a kozépss paratlan Gsszeg, ami egyiitt
1365 paratlan Osszeget ad.

Megjegyzés. Altalaban ha 2" sor leirasa utan sszegeziink, akkor a keletkezd ont g Osszeg kozt, ha n paros, eredményiink
szerint
27L+1 _9 2n+2 -1
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péaratlan szdm van, mig paratlan n esetén a paratlan oszloposszegek szadma
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A két eredmény egybefoglalhato a kovetkezs formulaban:

2n+2 _ (_1)n

I1. megoldas. Az I. megoldas a) részét felhasznaljuk. Legyen n > 2 és a 2" ! szamu sor utani 6sszegzést bontsuk két
részre, mint az el6z6 megoldasban, de a felleps 3 Pascal-haromszog 0sszegzését még bontsuk fel feleakkora haromszogek
Osszegzésére, amint a 3. dbra mutatja.

3. dbra

A 0-kbol all6 haromszdgeket figyelmen kiviil hagyhatjuk. Ugyancsak nem kell figyelembe venni a 2 és 2, tovabb4 a
3 és 3/ jeld haromszogeket sem, mert ezekben azonos oszlopok allnak egymés alatt, igy Osszegiik mindig paros szamot
ad. A megmarad6 haromszogek koziil az 1 jeltinek, a 4 és 6 jeld parnak, tovabbé az 5 és 7 jeliibdl allonak nincs k6zos
oszlopa, igy ezekre a részekre kiilon-kiilon végezhetjiik az Gsszegzést.

Modositsunk ezen még annyit, hogy a 6 jeli haromszdget athelyezziik a 3’ jeld helyére. Ezzel azok az oszlopai,
amelyek a 4 valamelyik oszlopa alatt alltak, az 5 azonos oszlopa ala keriilnek, igy az oszlopdsszegek nem valtoznak.
Igy vegiil ket 2"! sort és egy 2" sort Pascal-haromszog oszlopait kell Gsszegezniink. Jeloljiik f(n)-nel a, 2" sort
Pascal-haromszog oszloposszegei kozt a paratlan szdmok szadmat, akkor meggondolasunk azt adta, hogy

fin+1)=2f(n—1)+ f(n).

Tudva még, hogy f(0) = 1, f(1) = 3, sorra meghatérozhatjuk az egymds utani helyeken f értékeit. Ugynevezett
rekurziv meghatarozast nyertiink f értékeire. f(10)-re természetesen ismét 1365 adodik.

Megjegyezziik, hogy a kézbenss fiiggvényértékeket megfigyelve ebbdl is megsejthetjiik, és a nyert 6sszefiiggés alapjan
teljes indukciéval bebizonyithatjuk a fenti megjegyzésben nyert formulat f(n)-re.

III. megoldas. Meggondolésunkat kicsit egyszertsiti az a megjegyzés, hogy a Pascal-haromszog sorait folytathat-
juk mindkét irdnyban nulldkkal. Ekkor az egy 1-est és kiviile csupa 0-t tartalmazo elsé sorbol elindulva a tovabbiak
mind ugy keletkeznek, hogy az egyes helyekre a balra és jobbra folottiik levs szam Osszegét irjuk.

Megvizsgaljuk, hogy ha valamelyik soranal megallva oszloponként Osszegezziik az egymés alatt all6 szadmokat,
milyen kapcsolat olvashaté le ebbdl a képzési szabalybol az egymas mellett allé Gsszegekre. Nézziik elGszor a kozépsé
oszlopot. Erre tiikros a Pascal-hdromszog, hiszen ha tiikroziink réa, az els sor sem valtozik meg és a képzési szabély is
érvényben marad. Ebben az oszlopban legfeliil az els6 sor egyetlen 1-ese 4ll, alatta csupa péaros szam, hiszen mindegyik
két tiikros helyzetd, tehat egyenls szam Gsszege. A kdzépss oszlop Osszege tehat akarmelyik sorig paratlan szam.

Ha a kozéps6tdl kiilonb6z6 olyan oszlopot néziink, amelyiknek van eleme az utolsé sorban, akkor az oszlop minden
eleme a két szomszédos oszlop egy-egy elemének az Osszege, és a szomszédos oszlopok minden eleme szerepel Gssze-
adandokeént. Igy a kérdéses oszloposszeg a két szomszédos oszloposszegnek az Osszegével egyenls. Az olyan oszlopokra,
amelyeknek az utolsé eleme az utolsé elétti sorban all, megallapitasunk akkor volna érvényes ha még egy sor kiira-
sa utan végeznénk az Osszegezést. Az ilyen oszlopOsszegek tehat a szomszédos oszloposszegek Gsszegénél kisebbek a
kovetkez6 sornak a kérdéses oszlopba es6 elemével.
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A Pascal-haromszog m-edik sordban a 0-t6l kiilonb6z6 szdmok az <m i > , 0 < k < m—1 binomidlis egyiitthatok.

Ezekre fennall a kovetkezs Osszefiiggés (lasd az alabbi 1. megjegyzést):

m—1 m
1 . = -k
® m (i) = ()
Ha 2-hatvany sorszamu sor utan végezziik az Osszegezést, akkor az Osszegekre talalt Gsszefiiggés szerint a kovetkezs
sor elemeinek a parossagat kell ismerniink. Belatjuk azonban, hogy ennek minden eleme péros a két szélen all6 1-es

kivéetelével, s igy levonédsa nem valtoztatja meg az Osszeg paros vagy péaratlan voltat. Valoban, az (1) Osszefliggésbol,

ha m = 2", akkor a jobb oldalnak is oszthatonak kell lennie 2"-nel. Mivel pedig k a 2-nek csak n-nél alacsonyabb

2
hatvanyéval lehet oszthatd, mert 1 < k < 2" — 1, igy ( i ) is paros kell hogy legyen.

A kozéps6 oszlopra vonatkozd szimmetria miatt elég azt megallapitani, hogy az az el6tti oszlopok Osszegei kozott
hogyan oszlanak el a paros és paratlan Gsszegek.

Az els6 nem csupa 0-bol all6 oszlop utolso eleme 1, afolott csupa 0 all, igy az Osszeg is 1, tehat paratlan. Mivel az
el6tte allo oszloposszeg 0, az uténa allonak paratlannak kell lennie, hogy az 0sszegiik 1 legyen. A kovetkezd oszlopOsszeg
paros, mert kozte és az elsé oszlop kozott paratlan Osszegl oszlop all. A levonand6 kovetkezd sorbeli elem, mint
lattuk, az Osszeg parossagat nem valtoztatja meg. Ez utidn viszont tGjra paratlan Osszeg kovetkezik, mert a kettével
el6bbi paratlan 6sszeghez adva, paros eredményt kell adnia. Ezzel a kiindulasi helyzethez: paros dsszeg utan paratlan,
jutottunk vissza, s igy ismétlédik, amit eddig talaltunk: paratlan, paratlan, paros Gsszegek kovetkeznek egészen a
kozépso elStti oszlopig, a kdzéps6ben mindig paratlan az Osszeg, onnan pedig az odaig talalt Osszegek kovetkeznek
forditott sorrendben.

Ezzel az 1. megoldas b) részében talalt eredményre jutottunk, amibdl az ott latott modon kovetkeztethetiink tovabb.

Megjegyzések 1. Az (1)osszefiiggés konnyen nyerhet$ szamitassal, de belathaté kombinatorikus meggondolassal is. Egy m-
tagu tarsasag k-tagu kiilldottséget akar kijel6lni, koztiik egy szoszoloval. Ekkor kivalaszthatjak a sz6sz6lot m-féleképpen és mellé
m—1

a k — 1 tagot a marad6 m — 1-b6l b1

>-féleképpen. Igy a bal oldali kifejezés adodik a lehetGsegek szamara. Eljarhatnak

azonban ugy is, hogy kivalasztjak a k embert <ZL -féleképpen, és azok maguk koziil valasztanak egy sz6sz6lot, ami k-féleképpen

lehetséges. Igy a jobb oldal is ugyanezeknek a lehetéségeknek a szamat adja.
n

p
k

p-vel, ha 1 < k < p" — 1. Ebb6l viszont a képzési szabaly alapjan kovetkezik, hogy az el6z6 sor szémai felvaltva 1 és p — 1
ap™ —
k

latjuk be, mivel tudjuk, hogy egész szamrol van szd, hogy felirjuk olyan tort alakjaban, amelyiknek a szamlaloja egyszerisités
utan nem oszthaté p-vel:

2. A fentiekhez hasonloan 2 helyett tetszés szerinti p primszamra és pozitiv egész n-re lehet latni (1)-bdl, hogy oszthato

maradékot adnak p-vel osztva. Ennél valamivel t6bb is igaz: ha 1 < a < p — 1, akkor nem oszthatdé p-vel. Ezt gy

ap” —1\ ap"—1 ap" -2 ap”™ — k
i = T 3 . P

Itt o valasztasa miatt a kivonando p-nek legfeljebb akkora hatvanyéaval oszthato, mint a kisebbitend (ez lehet természetesen a
0-adik hatvany is), tehat a kiilonbség akkora hatvanyaval, mint a kivonand6, ami egyben a nevezd is. Ekkor azonban egyszertsités

utan a szorzat szamlaloja valoban nem oszthato p-vel (termeészetesen a nevezd sem).



