I. megoldas. A megoldashoz a feltételt atfogalmazzuk. Megmutatjuk a kovetkezSt: Ha A, B és Q nem egy
egyenesen levd pontok, akkor sikjuknak azokra és csak azokra a C pontjaira tartalmazza az ABC hdromsziog belsejében
a Q pontot, amelyek az AQB konvex sz0g csicsszog-tartomdnydnak belsejében vannak (1. dbra).
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1. dbra

Valoban, ha @ a haromszog belsejében van, akkor C' az AQ egyenesnek a B-t nem tartalmazo partjan van, a
BQ egyenesnek pedig az A-t nem tartalmazo partjan. Igy C a két falsik kozos részében, tehat az allitasban szerepls
szogtartomanyban van. A konvex szogtartoméanyrol van szd, tehat arrol, amelyik barmely két pontjaval azok 6sszekotd
szakaszat is tartalmazza, miutan a félsik konvex tartomany és konvex tartomanyok kozos része is konvex.

Forditva, ha C' a mondott szégtartoméanyban van, akkor a CQ egyenes @-n tili meghosszabbitisa metszi az AB
szakaszt egy belsé D pontjaban. A C'D szakasz az ABC haromszogben van, tehdt annak @ bels6 pontja a haromszog
belsG pontja.

A feladatra térve a P1(Q egyenes egyik, mondjuk jobb partjan levé pontok szamét (Pj-et nem szamitva) jeloljik
r-rel, a bal parton levGket s-sel. A jelolést, ha kell, valtoztassuk meg gy, hogy a jobb parton a P, ..., P.;1 pontok
legyenek, mégpedig ugy, hogy

PIQP, <« < PIQP3<a < ... < PIQP, 111 < 180°

teljesiiljon.

A P,Q és P11Q félegyenes @-n tuli félegyenesei kozti szogtartoményok a bal parton vannak és a kiilonb6z6 i-khez
tartozéknak nincs kozos pontjuk. Minden ilyen tartomanyban van legaldbb egy a bal parti pontok koziil, mert a F;,
P;1-hez megfelels Py, pontoknak segédtételiink szerint itt kell lenniiik. A szogtartoményok szama r, igy

r <s.
A bal és jobb part szerepét felcserélve ugyanigy azt nyerjiik, hogy
s <.

Igy az 6sszes P; pontok szama:
n=r+s+1=2r+1,

tehat paratlan szam, és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. A versenyzdk tulnyomo része a megoldasban szerepls lemmaét sok més, altalaban nem ilyen iigyes
moédon hasznélta fel.

a) Sokan egy egyenest forgattak a @ pont koriil és annak két félegyenesét pirosra, ill. zoldre festettnek gondolva
megallapitottak, hogy forgatas kozben felviltva egyszer a piros, legkozelebb a zold félegyenes halad at egy-egy P;
ponton. 180°-os elforgatas utan ér vissza az egyenes elGszor egy mar érintett P; ponthoz, de ezen most az egyenes
maésik félegyenese halad at, mint a kiindulasnal, ezért ezzel a masodszor érintett ponttal egyiitt Gsszesen paros szamu
ponton halad 4t az egyenes, masrészt n + 1-en, tehat n paratlan.

b) Masok azt vették észre, hogy a feladat feltételei nem valtoznak, ha a P; pontokat a Q-bol induld, rajtuk atmens
félegyenesen elmozditjuk, hiszen ha A és Ay, B és By, C és C1 egy-egy Q-bol indul6 félegyenesen van, akkor az
ABC' és A1 B1Cy haromszoget nézve, vagy mindkettd belsejében tartalmazza Q-t, vagy egyik sem (2. dbra). Ennek
alapjan egy @ kozéppontu korre helyezték at a P; pontokat. Ha a kor P;-vel atellenes pontjat R;-vel jeloljiik, akkor
megéallapitottak, hogy a kor mentén haladva felvaltva kovetkezik egy P és egy R pont. A P pontok szama helyett az
atmérsket szamoltak Ossze egy félkorre es6 végpontjaik szerint. Ha a P; ponttal kezdjiik a megszamlalast, akkor egy
P ponttal is fejezziik be, mert Ry az els6 pont, amit mar nem szamolunk. Ebbél ismét kovetkezik n paratlan volta.



2. abra

2. A versenyzGk a segédtételt dltalaban szemlélet alapjan mondték ki. Ezt a bizottsag nem tekintette hibanak.

3. Tébben megjegyezték, hogy a bizonyitasban csak annyit hasznaltunk ki, hogy egy F;, egy P; pont és () nincs
egy egyenesen, elég lett volna tehat ennyit feltételezni. Azt azonban mar nem vették észre, hogy ezt meg nem kell
kiilon feltenni, hiszen ha valamilyen i-re és j-re ez volna a helyzet, akkor semmilyen k-ra nem tartalmazhatna a P; P; Py,
haromszog belsejében a Q-t, tehat nem teljesiilhetne a feladat masik feltétele.

4. Sokan megjegyezték, hogy minden paratlan n-re van a feltételeket kielégit6 pontrendszer, pl. egy szabéalyos n-szog
csucsait valasztjuk P; pontoknak és a kézéppontjat Q-nak.

Tobben felvetették azt a kérdést, hogy ha megadunk tetszés szerint paratlan szadmu pontot a sitkban, van-e hozzajuk
olyan ) pont, amivel teljesiilnek a feladat feltételei. A kozolt megoldas felhasznaldsaval megmutatjuk, hogy a kérdésre
tagado a valasz.

A bizonyitas azt adta, hogy a P1 @ egyenes egyik és masik partjan ugyanannyi P; pontnak kell lennie. Itt P; helyett
barmelyik P; pontot vehettiik volna. Azt bizonyitottuk tehat, hogy ha a feladat feltételei teljesiilnek, akkor mindegyik
PiQ egyenes egyik és mdsik partjan ugyanannyi P; pont van.

Ha most 3 nem egy egyenesen levd pont van adva, akkor az altaluk meghatarozott haromszog minden bels§ pontja
valaszthaté6 @-nak. Nem nehéz belatni azt sem, hogy ha 5 pont van a sikban, azokhoz is taldlhaté megfelel @Q pont.
Ha azonban 7 pontot pl. a 3. dbran lathat6 moédon adunk meg, akkor nem talalhato hozzajuk megfelels @ pont.

3. dbra

Valoban, Q a feladat feltételeinek fent megfogalmazott kdvetkezménye szerint olyan kell hogy legyen, hogy pl. a
Q P, egyenes mindkét partjan 3-3 P; pont legyen. Ez csak a Py Py P; szogtartoméany belsejében levs pontokra teljesiil.
Hasonléan benne kell lennie Q-nak a Ps P3Py és a Po Ps P; szogtartoméany belsejében is. A 3 szogtartomanynak azonban
egyetlen kozos pontja Pr, és az is hatarpontja mindegyiknek, tehat nincs megfelels @) pont.



4. dbra

A 4. dbra 9 pontja kozt 3 olyan szogtartoméanyt jeloltiink meg, amelyeknek még kozos hatarpontjuk sincs, viszont
ha volna alkalmas @ pont, annak mindegyik belsejében kellene lennie.

A kovetkezd megoldas a pontok megszamlalasa helyett visszavezeti a problémét egy 2-vel kevesebb pontbol allo
rendszer esetére.

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha egy Py, Ps, ... P,, Q pontrendszerre teljesiilnek a feladat feltételei, akkor
minden P, ponthoz taldlhato olyan P, pont, hogy az e két pont elhagydsa utdn visszamaradd pontrendszerre is tel-
jestilnek. Ebb6l mar kovetkezik, hogy n csak paratlan lehet, hiszen ha n > 3, n pont koziil pontparok elhagyésaval
eljuthatunk paratlan szamu pont esetén 3, paros szamu n esetén 2 pontbdél allé rendszerhez, amelyre szintén teljesiilnek
a feladat feltételei. De 2 pont, P, és P, esetén nem teljesiilhetnek, hiszen egyaltalan nem valaszthato hozzajuk egy
harmadik P}, pont, igy semmilyen péaros n-re sem teljesiilhetnek a feltételek. n tehat csak paratlan lehet.

Teljesiiljenek a Py, Ps, ..., P,, Q pontokra a feladat feltételei. Kivalasztva tetszés szerint egy P, pontot, forgassuk
a P,Q egyenest @ koriil valamelyik irdnyban, mig egy Gjabb P, ponthoz nem ér. Nevezziik a P; pontokbdl P, és P,
elhagyaséaval visszamaradé pontrendszert D-nek. Mivel Py, volt az els6 pont, amibe a forgatott egyenes P, elhagyéasa
utan beleilitk6zott, a P,Q és P,Q egyenesek kozti 4 szogtartomény koziil egy csticsszogeket alkotd parban nincs tovabbi
P; pont. Az I. megoldasban bizonyitott segédtétel szerint a P,, Py-hez megfelel6 Py, pontok a P,Q és P,(Q szakaszok (Q-n
tali meghosszabbitasai kozti konvex szogtartomany belsejében vannak. Igy ez és a P,QP, szogtartomany tartalmazza,
D-t.

Legyen P és P; D-nek két pontja. Ha ugyanabban a szogtartomanyban vannak, akkor sem a P; P; P,, sem a P; P; P,
héromsz6g nem tartalmazza Q-t (5. abra), tehat a P;, P;-hez megfelel6 P, pontok D-hez tartoznak.

5. dbra

Ha P; a P,QP, szogtartomanyban van, P; a cslicssz0g-tartomanyban, akkor feltehetjiik, hogy a F;P; szakasz a
QP, félegyenest metszi egy A pontban. Legyen Py olyan pont, amelyre P, P, Py, tartalmazza Q-t (6. dbra).



6. dbra

Mivel A a Q-bol induldé QP, félegyenesen van, a P; APy haromszog is tartalmazza Q-t. Az utébbi haromszog része a
P; P; P, haromszognek, igy ez is tartalmazza Q-t, tehat P, a P;, P; pontparhoz is megfelel6 harmadik pont. P, a D
pontrendszer pontja, hiszen mint P; és P,-hoz megfelels pont, az I. megoldas segédtétele szerint a P, Q P; szogtartomany
csucsszog-tartomanyaban van, és igy a P,QP, szogtartoményon kiviil; Py tehat kiilonbozik P,-t6l és Pp-t6l. Ezzel
belattuk a megoldas elején megfogalmazott allitast és igy a feladat allitasat is.



