I. megoldas. A polinomnak valds 0-helye csak negativ szam lehet, mert nem negativ = helyen egy tag sem negativ
és az allando tag 1, és igy
f(x)>1 ha z>0.

Feltétel szerint n valos gyok van, jeloljiik ezeket —aq, —aag, ..., —ag,-nel. Itt tehat az «a;-k pozitiv szamok. Az
egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozti Osszefiiggések szerint j =1, 2, ..., n — l-re

a; =(— 1)j((—a1)(—a2) v (o) o () () (o)
+ (_an—j+1)(_an—j+2) e (—an)) =oag...a5 + ...+

+ Oy Qg+ - - Qi

g + ...+ Qp—j4+10n—542...0Qn,

végiil
(1) (=D)"(—a1)(—a2)...(—an) = ar1as ... = 1.
Az aj-t elGallité Osszeg mindazokbol a tagokbdl &ll, amelyek gy keletkeznek, hogy kivalasztunk a gyokok koziil j
darabot és azokat Osszeszorozzuk. Ezek szama | .
Alkalmazzuk az Osszegre a szamtani és mérgani kozép kozti egyenlGtlenséget. A tagok szorzataban minden o

szerepelni fog, éspedig ugyanazon az A hatvanyon (ahanyféleképpen a marad6 n—1 gyok koziil j— 1-et kivalaszthatunk

-1
a; mellé, azaz A = (n 1) ), tehét ez a szorzat, felhasznalva (1)-et
=

(1ag .. .ozn)A =1.

Igy a tagok meértani kozepe is 1, tehat az emlitett egyenltlenség szerint
a; . n .
ﬁ >1 vagyis a; > <]> 1<j<n-—1).
j
Ezt minden egyiitthatéra alkalmazva, azt kapjuk, hogy

f(2)22n—|- n2n71—|—...—|— " 2_|_1:(2_|_1)n:3n7
1 n—1
és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés. A megoldas azt is adja, hogy ha ¢ nem negativ szam, akkor

flo) >+ (?)c”l—i—...—i- (ni1>c+1= (c+ 1)

II. megoldas. Ismeretes, hogy ha egy
g(x) = box™ + b1z '+ ..+ by 17+ by
polinomnak gyokei a cq, ..., c; szdmok, akkor ilyen alakban irhaté:

g(@)=(z—c1)...(z - ck)g1(x),

ahol g1 egy (n — k)-adfokt polinom, amelyikben a legmagasabb foku tag egyiitthatoja bg. Az el6z6 megoldas jeloléseit
hasznalva esetiinkben

fl@)=(z+a)(z+a)...(v+ an).

Ide = helyett 2-t helyettesitve alkalmazzuk minden tényezdére a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget a

kovetkezs alakban: 14
: % > 3T 1-ay, = 3an.

Ezt m =1, 2, ..., n-re Osszeszorozva és figyelembe véve (1)-et, azt kapjuk, hogy

f(2) > 3"Yaas. . o, = 3™

Megjegyzés. Ez az eljaras az el6z6 megoldashoz flizott megjegyzés altalanositasat kozvetleniil csak pozitiv egész c-re
adja. Ervényes azonban a felhasznalt egyenlGtlenség kovetkezs altalanositasa, tun. silyozott alakja: Ha p és ¢ pozitiv
szamok (sulyok), és by, ba pozitiv szamok, akkor

24am=(14+14a,)=3

1

pb1 + gbs
> (VPP +q
> 0hnY)

(2)



és az egyenl6tlenség értelemszerd megfelelGje 2-nél tobb szamra. Ezt p = ¢, ¢ = 1, by = 1, by = «,, vélasztassal
alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1
>(c+ 1) al)ect 1l =(c+1)(apm)ct+1

c-1+1-ap,

c+am=(c+1) o

és igy, (1)-et is felhasznalva
1

fle)>(c+1)"(ar-ag...an)c+1=(c+1)"

A (2) alatti egyenlStlenség — és altalanositasa is — raciondlis stlyok esetén egyszertien visszavezethetd a silyok
nélkiili egyenlGtlenségre; ha pedig a silyok kozt van irraciondlis szdm is, akkor a bizonyitas gy torténik, hogy az
irracionalis sulyokat megkozelitjiik racionélis szamokkal, és vizsgaljuk, mi torténik, ha a megkdzelitést minden hataron
tal finomitjuk.

III. megoldas. Altalanosan azt bizonyitjuk, hogy tetszés szerinti pozitiv c-re
fle) = (e+1)"
Ismét a gyoktényezsk szorzatara bontott alakbol adodo
fle)=(c+ar)(lc+az)...(c+ay)
szorzatot vizsgaljuk. Ha itt az «;-k mind egyenl@k, akkor (1) miatt mindegyik értéke 1 és
f(e) = (e + 1)

Ha az «a;-k kozt vannak kiilonb6zsk, akkor van 1-nél kisebb is, nagyobb is. A szamok sorrendjét megvaltoztatva, ha
kell, feltehetjiik, hogy ay,—1 < 1 < «,. Hasonlitsuk 6ssze ekkor f(c)-t az o), = am,hal <m <n—2,a)_; = ap_10p,
a; = 1 szadm n-eshez tartozo

ffle)=(c+aj)(c+a3)...(c+a))=(c+ar)...(c+an—2)(c+ an_1a,)(c+1)

szorzattal. Erre is teljesiil, hogy

* % * 1.
ol ..o = 1;

tovabba
fle)=f(¢c)=(c+a1)...(c+ Ozn72)((c +an—1)(c+ an) — (c+ an—1ap)(c+ 1))

Az utolsé tényezst igy alakithatjuk at:

(c+ an—1)(c+ an) — (c+ an—1an)(c+ 1) =clapn—1+an — 1 — ap_1a,) =
=c(1—ap-1)(a, —1).

Itt feltétel szerint mind a 3 tényezs pozitiv és pozitivak az f(c) — f*(c) kifejezésében szerepls tovabbi tényezdk is,

tehat
fle) > f(c).

Ha az o, szamok nem mind egyenldk, az eljarast ismeételhetjiik mert a szorzat kozben mindig 1 marad. Legkéssbb
n — 1 1épés utdn minden « 1 lesz. Mivel kdzben a felléps f értékek ndvekednek, azt kapjuk, hogy

fle) > (e+1)"



