1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az x, y, z raciondlis szamokra
2+ 3y +92% — 9ayz =0
teljesil, akkor x =y =2z =0.

I. megoldas. Az © = y = z = 0 értékharmas nyilvinvaléan megoldasa az egyenletnek. Ha van ettdl kilonbozé
megoldéas, ahhoz taladlhat6 olyan, 0-t6l kiilonb6z6 w raciondalis szdm, amelyikre

X=uxr, Y=uy é Z=wuz

egész szam és 0-t6l kiilonbozs racionalis szamhoz 0-t6l kiilonbo6z6 egész tartozik. (Egy olyan u, amelyiknek a szém-
laloja oszthatd a raciondlis szamok nevezsivel, nevezGje pedig kozos osztdja a szamlaloknak, megfelel). Egyenletiink
mindkét oldalat u3-nal szorozva kapjuk, hogy

(1) X343V 4+92% —9XYZ =0

is teljesiil. Elég tehat azt megmutatni, hogy (1)-nek nincs mas egész megoldasa, mint X =Y =7 =0.

Valasszunk egy olyan egész szamokbol 4ll6 megoldast, amelyikre | X |+ Y| +|Z| a lehets legkisebb. Ilyen van, mert
egy megoldashoz 6sszesen csak véges sok olyan, egész szamokbol 4ll6 harmas van, amelyikre az abszolit értékek osszege
nem nagyobb, mint az adott megoldasban. Ezek koziil tartsuk meg azokat, amelyeket X, Y, ill. Z helyébe helyettesitve
(1) teljesiil. Ezek koziil kivalaszthatd egy olyan harmas, amelyikben az abszolut értékek 6sszege minimalis.

Ha ebben a megoldasban X = 0, akkor

Y3 +32°=0

is fennall. Ha itt Z = 0, akkor Y is 0. Nem lehet azonban Z # 0, mert akkor a
32% = -Y?

bal oldalanak torzsszamhatvanyokra torténd felbontasdban. 3 kitevGje egy 3-mal nem oszthatd szam lenne, a jobb
oldal felbontasaban viszont 3-mal oszthat6 szam. A szamelmélet alaptétele szerint azonban egy egész szam torzsszam-
hatvanyokra torténd felbontasdban minden torzsszam kitevGje egyértelmien meg van hatarozva. Megallapitasunk igy
is fogalmazhato: 3 nem kobe racionélis szamnak, Vagy\3/§ irraciondlis. Ha tehat X = 0, akkor Y és Z is 0.
Ha X # 0, akkor
X3 =3BXYZ-Y?-32%),

tehat X3 oszthaté 3-mal. De 3-mal nem oszthaté szamnak a kobe sem oszthat6 3-mal, tehat X-nek is oszthatonak
kell lennie 3-mal. X = 3X;. Ezt (1)-be beirva és 3-mal osztva, azt kapjuk, hogy

Y3 4+323 49X —9YZX, =0,
azaz Y, Z, X1 = X/3 is megoldésa (1)-nek. Erre azonban
Y1+ 12+ [X/3] < [X]| + Y]+ 2],

mert X # 0. Ez viszont nem lehetséges, mert olyan megoldéasboél indultunk ki, amelyikben az abszolit értékek Gsszege
minimalis volt. Nem lehet tehat olyan egész szamokbol allo megoldas, amelyikben X # 0. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Tobben abbol az észrevételbdl indultak ki, hogy
3xyz = - (%y) (\752) = /23(3y3)(923),

tehat az elsé harom tag meértani kozepe. Igy ha z, y és z pozitiv, a szamtani és mértani kozép kozti egyenlstlenségbol
kovetkeztettek a feladat allitasdnak helyességére. Arra az esetre azonban, ha x, y és z kozt vannak kiilonb6z6 elGjeliek,
ez a gondolat nem vihet§ tovabb.

2. Az I. megoldashoz hasonl6 utat kovets versenyzsk vagy azt bizonyitottdk, hogy X-nek, Y-nak és Z-nek 3 akar-
milyen magas hatvanyaval oszthaténak kell lennie, és ez 0-t6l kiilonboz6 egész szamra nem lehetséges, vagy belattak,
hogy egy, az X =Y = Z = 0-t6l kiilonb6z6 megoldasrol feltehets, hogy relativ prim szamokbol all, viszont mésrészrél
mindegyiknek oszthatonak kellene lennie 3-mal, ilyen megoldas tehat nem létezik.

Csak kevesen hivatkoztak a torzsszamhatvanyokra torténd felbontas egyértelmiségére, de ennek hianyat a bizottsag
nem tekintette hibanak.

3. A bizonyitas egy érdekes befejezése volt a kovetkezs: Ha 3 kitevGje X, Y és Z felbontasdban a, b, ill. ¢, akkor
(1) egymas utani tagjaiban 3 kitevdje

3a, 3b+1, 3c+2, a+b+c+2.



Ezek koziil az els6 harom kiilonb6z6, mert 3-mal osztva kiilonb6z6 maradékot adnak. Jeloljiik koziiliik, a legkisebbet
m-mel. Ennek a 3-szorosa tehat kisebb a harom kitevs 0sszegénél:

3m<3a+3b+3c+3=3a+b+c+1).
Igy
m<a+b+c+l<a+b+cH+2,

vagyis m-nél nagyobb a 3 kitevSje a negyedik tagban is. Ha tehat (1) mindkét oldalat osztjuk 3™-nel, akkor a bal
oldalon egy tag lesz, amelyik nem oszthat6 3-mal, tehat a bal oldal nem oszthat6 vele, viszont a jobb oldalon tovabbra
is 0 &ll, ami oszthaté 3-mal. Ezzel ellentmondésra jutottunk.

Ez a meggondoléas felhivja a figyelmet arra, hogy az allitas az

23 4+ 3y3 +92° — 3wyz =0

egyenletre is igaz marad. A kozolt megoldés is valtoztatas nélkiil alkalmazhaté erre az egyenletre is. Nem volna viszont
alkalmazhato a kovetkez6 megoldas, amire szintén tobben ratalaltak.

II. megoldas. Ismeretes és konnyen igazolhat6 a kovetkez6 azonossag-par:
a® +b® 4+ —3abc = (a +b+c)(a* +b* +c* — ab— bc — ca) =
= (a+b+c)%((a—b)2 + (b -2+ (c—a)?).
Ide a, b, ¢ helyébe z, V/3y, V/9z értékeket irva a feladatban szerepls egyenlet bal oldala igy alakithato at:
23+ 3y +92% — 9xyz = (v + V3y + \g/gz)%((x — V3y)% + (V3y — V9z)? + (V9z — 2)?).
Az utolsd tényezd csak ugy lehet 0, ha benne mind a 3 tag 0, tehat tobbek kozt
x — 3y = 0.

Ebb6l azonban y = z = 0 kvetkezik, miutan V/3irracionlis. Ekkorpedigzis0.
Marad még az a lehetGség, hogy

(1) z+ V3y+ V92 =0.
Szorozzunk v/3-mal:
(2) 32+ V3x + V9y = 0.

A két egyenletbsl kiiszoboljiik ki a v/9 tartalmazo tagokat, az elsG egyenlet bal oldalanak y-szorosabol a mésodi-
kénak z-szeresét levonva:
(zy — 32%) + V3(y? — 2z) = 0.

Miutan v/3 irracionélis, ez racionalis z, y, z-vel csak ugy teljesiilhet, ha
ry—322=0 és y>—zx=0.
Az el6bbi egyenletet z-vel, az utobbit y-nal szorozva és atrendezve innen azt kapjuk, hogy
3238 = xyz = 95

Ebbdl ismét y = z = xz = 0 kovetkezik. A feladatban szerepls egyenlet tehat csak erre az egy raciondlis szamhéarmasra
teljestil.

Megjegyzés. Ugyanigy lathatd, hogy ha a olyan racionalis szam, amelyik nem kobe raciondlis szdmnak, akkor az
3+ ay® + a®2® — 3axyz =0

egyenlet egyetlen raciondlis szdmokbol 4ll6 megoldasa z =y = z = 0.



