I. megoldas. A feladat feltételeibsl kovetkezik, hogy az egész szamok szinezése 100 hosszusagu periédusokban
ismétlédik az egész szdmegyenes mentén, és egy periéduson beliil minden szin el&fordul.

Ha ezt belatjuk, ebbdl kovetkezik, hogy két szam szine akkor és csak akkor egyezik meg, ha kiilénbségiik a 100
tobbszorose. —1982 és 1982 tehat kiilonbo6z6 szind, mert kiilonbségiik 3964, nem oszthat6 100-zal.

A szinezés periodikus voltanak belatasahoz el6bb belatjuk, hogy

a) van olyan A és d; természetes szam, amelyekre minden A-nal nagyobb szam szine megegyezik a d;-gyel nagyobb
szaméval,

b) hasonléan van olyan B és dy természetes szdm, hogy minden —B-nél kisebb egész szine megegyezik a da-vel
kisebb szaméval,

¢) ezutan belatjuk, hogy a két periodikus részszinezés az egész szamegyenes egyetlen periodikus szinezésének a
része.

Az a) és b) részéllitas bizonyitasa ugyanazon gondolatmenettel torténhet, elég tehat az o) éllitas bizonyitasat
részletezni.

Nevezziik alapszamkéznek azokat a szdmkozoket, amelyeknek a kezdd és végsé szdma ugyanolyan szind és mas
egyezd szind szdmpar nincs a szamkozben.

Egy alapszamkoz legfeljebb 101 egész szamot tartalmazhat, mert 100 sziniink van, s igy barmelyik szamtol elindulva
legkéssbb a 101-edik szine kell, hogy megegyezzék az el6z6k valamelyikével. Minden 101 egészet tartalmazéd szamkoz
tartalmaz is alapszamkozt, hiszen az els§ szamtol elindulva addig megyiink, mig el§szor nem ériink a szamkoz egy
korébbi szamaval egyez6 szind szamahoz; ekkor ez a két egyez6 szind szam alapszamkozt fog kozre.

A termeészetes szamok kozt végtelen sok alapszamkoz van, hiszen pl. a [101n, 101n+100] (n =0, 1, 2, ...) szdmkozok
101-101 egészbdl allnak, s igy mindegyik tartalmaz alapszamkdzt. Mivel egy alapszamkoz legalabb 2 és legfeljebb 101
egészet tartalmaz, kell olyan d; egésznek lennie, hogy végtelen sok alapszamkoz dy + 1 egészet (di kiilonb6z6 szintit)
tartalmaz. Legyenek [a;, a; +di] (i =1, 2, ... és a; > 0), d1 + 1 pozitiv egészbdl 4llo alapszamkozok. Megmutatjuk,
hogy minden A = aj-nél nagyobb n-re n és n + d; szine megegyezik.

Legyen n > A. Mivel az a; nem-negativ egészek sorozata végtelen, valaszthatjuk j-t igy, hogy a; > n teljesiiljon. Az
a zar6 egészek is. Vilagos, hogy a két szamkoz ugyanannyi egészbdl all és j valasztésa szerint n az els§ szamkozhoz
tartozik. A feladatnak a szinezésre vonatkozo feltétele szerint ekkor kovetkezik, hogy n+d; szine megegyezik n szinével.
Ezzel az a) allitast igazoltuk. Meggondolasainkat a negativ egészekbdl allo alapszamkozokre alkalmazva kapjuk a b)
allitas igazolasat.

Az ), ill. b) &llitas helyességéhdl természetesen az is kovetkezik, hogy ha k pozitiv egész és n > A, ill. m < —B,
akkor n és n + kdy, ill. m és m — kda egyez6 szint.

A két periodikus rész kapcsolatanak tisztazasdhoz jegyezziikk meg elGszor is, hogy mind a két rész periodikus pl.
d; - dg szerint, hiszen csak a fenti allitasban k helyett az elsG esetben da-t, a méasodikban d;-et kell irni. Megmutatjuk,
hogy ez igaz az egész szamegyenesre is.

Legyen ugyanis r tetszés szerinti egész, u < —B, v > A, tovabba u < r < v. Ekkor u — dyds és u, ill. v és v + dids
egyez6 szintek, igy az [u — dids, v] és [u, v + d1ds] kielégitik a feladatban szerepld feltételeket, és az els tartalmazza
r-et, igy kovetkezik, hogy r és r 4+ dids ugyanolyan szind.

Azt kell még belatnunk, hogy a legrévidebb periddushossz 100. Itt hasznaljuk ki azt az eddig még nem értékesitett
tényt, hogy egy egyik végpontjatol megfosztott alapszamkoz csupa kiilonb6z6 szind pontbol all. Eszerint az A-nal
nagyobb egészek d; szinnel vannak szinezve, nem kevesebbel, mert tartalmaznak d; + 1 elembdl allé alapszamkozt, de
nem is tobbel, hiszen szinezésiik d; hossztusagu egyez6 periddusokbdl tevédik Gssze.

Ekkor azonban az egész szdmegyenes is d; szinnel van szinezve, mert tetszés szerinti r egészhez van olyan s pozitiv
egész, hogy r+s dida > A. Ekkor r és r+s dyds szine egyezs, de az utobbi szam szine csak az A-nal nagyobb szamoknal
hasznélt d; szin valamelyike lehet. Az Gsszes egész tehat dy szinnel van szinezve, vagyis d; = 100. Tovabba minden
d1ds hosszuségu periodus eléfordul az A-nal nagyobb szamok kozt is, tehat do darab egyezé szinezést részperiddusbol
tevédik Ossze. Az Osszes egész szinezése tehat d; = 100 kiilonbo6z szind, egymas utani egész szinezésének periodikus
ismétlésével szarmaztathato. Mint lattuk, ebbdl a feladat allitasa is kovetkezik.

Megjegyzések. 1. Nyilvan nincs a 100-nak kitiintetett szerepe (azon kiviil, hogy nem oszt6ja 3964-nek). Ha 100 helyett k
szint hasznalunk fel a feladatban kivant feltételeket kielégitve, akkor ezt csak ugy tehetjiik, hogy k szomszédos pont kiilénb6z6
szind legyen és ez a szinezés periodikusan ismétlgdjék.

2. Ha csak a feladat allitdsanak bizonyitasara toreksziink, ehhez eljuthatunk anélkiil, hogy az egész szamegyenes szinezését
tisztaznank.

II. Megoldas. Legyen M 1982-nél nagyobb természetes szam, tovabba akkora, hogy a [— M, M| szamkoz egészeinek
szinezésében mind a 100 szin el6forduljon. Az M-nél nagyobb szamok szinezésében legalabb egy S; szinnek végtelen
sokszor el6 kell fordulnia. Legyenek az S szinid szamok

M+a <M+4as <...
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szamok kozott kell legalabb két egyszintnek lennie, mondjuk —M — a; és —M — a; S szini (i < j). Ekkor a
[—M—aj,M—l—al-]:I és [—M—ai,M—l—aj]:J

szamkozok kezdd szdmai Sy zintek, a végsSk Sy szintiek és egyardnt 2M + a; + a; + 1 egészet tartalmaznak. A feladat
feltételei szerint igy szinezésiik megegyezik.
A két szamkoz részben atfedi egymast, [-M — a;, M + a;] mindkett6hoz hozzatartozik. A csak I-hez tartozo

(1) —M—aj,...,—M—ai—l
szamok szamat jel6ljiik d-vel (d = a; — a;). Mivel I és J ugyanigy van szinezve, igy specialisan
[—M—aj, —M—ai]:h és [—M—ai, —M—ai—i—d]:Jl

részeik szinezése is megegyezik.
Az (1) szamok kozt balrol az els6 két egyezs szind legyen, ha van

blz—M—CLj—Fb, és by +di,

sziniik legyen Ss. Ha az (1) szamok mind kiilonb6z6 szintdek, akkor dy = d, by = —M —aj, by +di = b1 +d =
—M —a;+d=—-M —aj, és S3 = Sy. Ez azt jelenti, hogy

-M—-aj, -M—a;+1,..., M —aj+b, -M —a; +b+1,..., M —a; +b+dy — 1

szamok mind kiilonb6z6 szindek. Itt b = 0 is lehet, ez esetben csak az utolsd dy szamua szadmrél van szo; egyébként
ekkor S3 = S5, I és Jy egyez6 szinezése folytan

bo=bi+d, & by+d

szine is S3. Ekkor viszont a
[b1, bg] = I, b1+ di, ba+di] = Jo

szamkozokre is teljesiilnek a feladatban szerepld feltételek, tehat ezeknek a szamkozoknek is megegyezik a szinezése.
Belatjuk, hogy d; osztéja d-nek és I; szinezése periodikus d; periédussal. Ez nyilvanvalé, ha d; = d, s igy b =
—Maj, by +di = —M — a;. Feltehetjiik tehét, hogy di < d. Ekkor b; + d; benne van a [b1, ba| szamkozben. Igy I és
Jo-re nyert szinezési feltétel szerint [b1, by + di] és [b1 + di1, b1 + 2d1]| ugyantgy van szinezve.
Ha még by + 2dy is benne van I;-ben, akkor Is és Jy szinezésének egyezése folytan az utobbi szdmkoz és a hozza
csatlakozo [by + 2dy, by + 3d4] szinezése is megegyezik. Legyen ki az az egész, amelyre by + (k; — 1)d; < —M —q; <
b1 + k1d;, akkor a gondolat ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy a

[bl, by +d1], [bl +dy, by +2d1], RN [bl + (kl — 1)d1, by +k1d1]

szamkozok szinezése mind megegyezik, és pedig az utolsé szamtol eltekintve csupa kiillonb6z6 szini szambol all mind-
egyik.

Az utols6 szamkoz részben a Ji elejét fedi. Ez csak tgy lehet, hogy b = 0, mert kiilonben az I;-gyel egyezd
szinezést Ji a |b1, by + di]-ben, s igy |b1+ +(k1 — 1)dy, b1 + k1di]-ben sem szerepls szint szamokkal kezd6dnék. Ez
azt is jelentihogy by = —M — a;j, s igy S3 = S2. De nem lehetséges az sem, hogy b1 + (k1 — 1)d1 < —M — a; legyen,
mert ekkor a [by + (k1 — 1)d1, b1 + k1d;] szamkoz belsejében is volna egy Sy szint, tehat a széls§ szamokkal egyezd
szind szam.

Ezzel belattuk, hogy az I utolsé szdménak elhagyasaval keletkez6 szamkoz egymaéssal egyez6 szinezési, d; kiilon-
b6z6 szind szambol all6 szamkozokbdl tevédik Gssze.

Térjiink végiil vissza az egyez szinezési és egymaést részben atfedd I és J szamkozhoz. Lattuk, hogy

[-M —a;, —M —a;], ésa[-M —a;, —M — a; + d]

szamkozok szinezése megegyezik. Ha az utobbi szamkoz még teljesen I-hez tartozik, akkor [—-M —a; +d, — M — a; 4 2d]
szinezése megegyezik az el6bbi két szamkozével. Ha k az az egész, amelyre

~M—-a;j+(k-1)d<-M-—a; < —-M—a; + kd,
akkor a

- — G5, — — Qi), |— — G5, — —a;+aj, ...
M —a;, —M M M d
[—M—ai—i-(k—l)d, —M—ai—i-kd]



egymashoz csatlakozo szamko6zok ugyantgy vannak szinezve és lefedik a [—-M —aj, M +a;] szamkozt, tehat mindenesetre
a [—M, M| szamkozt is. Ezek szinezése tehat el6z6 megallapitasaink szerint dy szerint periodikus, és egy periodus dy
kiilonb6z6 szint szambol &ll. Mivel [— M, M]-ben mind a 100 szin el6fordul, igy di = 100, és két szam szine pontosan

akkor egyezik meg, ha kiilonbségiik oszthato 100-zal. —1982 és 1982 tehat kiilonboz6 szind.

Megjegyzés. Latszolag itt csak egy véges szamkozrsl bizonyitottuk be, hogy szinezése periodikus 100 peridédussal, valojaban
azonban ez a bizonyitas azt is adja, hogy az egész szamegyenes periodikusan van kiszinezve 100 hossztsagi periédussal. Legyen
ugyanis n tetszés szerinti egész szam és M akkora, hogy a [—M, M| szamkéz tartalmazza n-et, n + 100-at és szinezésében
mind a 100 szin el6fordul. Az elmondott bizonyitas ekkor is azt adja, hogy a [—M, M| szamkéz periodikusan van szinezve 100
hosszisagt, kiilonb6z6 szind szamokbol allé periddussal, tehat n és n+ 100 egyezd szint, n, n+1,...,n+ 99 viszont kiilonb6z6
szind szamok.



