(A legkisebb kozos tobbszoros annyiszor fordul el§ az alabbi szévegben, hogy roviden lkkt-t irunk helyette.)

I. megoldas. Az a4, ag, ..., an szamok lkkt-ét — amit igy szokds jelolni: [a1, ag, ..., an], — Ggy hatarozhatjuk
meg, hogy minden primszamot, amelyik a szdmok valamelyikének osztdja, vessziik azon a legmagasabb hatvanyon,
amelyiken osztoja valamelyik a;-nek, és ezeket a primszamhatvanyokat dsszeszorozzuk. Eszerint

T.=nn+1,....,n+k—-1]ésThy1=n+1L,n+2,....,n+k—1 n+k|

primhatvanyokra torténd felbontasaban egyenls hatvanyon szerepelnek azok a primszamok, amelyeknek a legmagasabb
hatvanya azn+1,n+2, ..., n+k—1 szamok valamelyikének a felbontasaban fordul el6. T),-ben magasabb hatvanyon
szerepelnek, mint 7T}, y1-ben azok a primek (ha vannak), amelyeknek magasabb hatvanya osztéja n-nek, mint n + 1,
..., n+k barmelyikének, és alacsonyabb hatvanyon azok az esetleges primek, amelyeknek magasabb hatvanya osztéja
n + k-nak, mint n, ..., n + k — 1 barmelyikének.

Legyenek p1, ..., pg az el6bbi tulajdonsaga primek és legyen p; a T),-nek (s igy n-nek is) a ¢;-edik hatvanyon osztéja,

Th+1-nek az uj-edik hatvanyon osztoéja, ahol ¢t; > u; (j = 1, ..., g); hasonloéan legyenek az utobbi tulajdonsaggal

rendelkez$ primek ¢1, ..., gn és ¢; T,-nek vj-edik, T,,11-nek w;-edik hatvanyon osztdja, v < w; (j =1, ..., h). Ekkor
w1 —v1 Wh —Vh

(1) Tn+1 — a1 e qh '

t1—u1 tg—ug
1 ...Dg

Végtelen sok olyan n értékre van tehat sziikségilink, amelyekre a 7, a jobb oldalon 1-nél kisebb szadmmal van
megszorozva. Ehhez legegyszertibb n-et Ggy valasztani, hogy n+ 1, ..., n + k — 1 egyikével se legyen 1-nél nagyobb
kozos osztdja, (n + k)-nak viszont legalabb az egyikiikkel legyen. Ekkor a tort nevezGje n lesz, a szamlaloja pedig
n+k

p_— ez pedig 1-nél kisebb, ha n nagyobb k-nal.

Ha végtelen sok n-re kielégitjiik az els6 két feltételt, akkor koziiliik végtelen sok nagyobb is lesz mint k, tehét elég
olyan n egészeket keresniink, amelyekre n relativ prim az n+1, ..., n+k—1 szamokhoz, n+ k pedig legalabb egyikhez
nem relativ prim. A feladatot megold6 versenyzdék mind ezt az utat valasztottak, de az n kivant tulajdonsagait igen
kiilonb6z6, médokon biztositottak. Bemutatjuk a lényegében legegyszertibbnek latszot.

Ha valamilyen j-re n-nek és (n+ j)-nek van 1-nél nagyobb k6z0s osztoja, akkor ez kozos osztdjan és (n+j)—n = j-
nek is és megforditva is: n és j kozos osztoi (n + j)-nek is oszt6i. Azt kell tehat elérniink, hogy kivalasztandé szamaink
az

n+k
legfeljebb — A tort tehat nem nagyobb, mint

(*) 1,2,..., k-1
szamokhoz relativ primek legyenek, tehat példaul a szorzatukhoz is. Ezzel a tulajdonsaggal rendelkeznek ady
1-2-...-(k=1)

szorzat tobbszoroseinek a szomszédai, tehat a c((k — 1)!) =+ 1 szamok.

Ahhoz, hogy a k-val nagyobb c((k — 1)!) +k+1a (*) alatti szamok valamelyikéhez ne legyen relativ prim, a kettds
eljelbdl a negativat célszerd valasztani. Ez esetben a k-val novelt szam oszthato (k— 1)-gyel, és az (n + 1)-ként adodo
¢((k —1)!) is oszthat6 (k — 1)-gyel.

Ha tehat az

ne=c((k—1)!) -1

szamokat valasztjuk, az (1) egyenlSség nevezGje n. lesz, szamlaloja pedig legfeljebb
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Itt £ — 1 > 2, mert a feladat feltétele szerint k > 2. Ha tehat n. > k is teljesiil (ami k£ = 3-nal ¢ > 3-ra, k > 3 esetén
minden pozitiv egész c-re igaz), akkor

ne + k
—F— <1, tehat T, T,
(k—l)nc< , teha 41 < .
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
Megjegyezziik, hogy k = 2-re nem igaz a feladat allitasa, [n, n + 1] = n(n + 1) és ez névekvs n-nel allandéan

novekszik.

1Bzt a szorzatot k-1 faktorialis"-nak nevezik és igy jelolik: (k — 1)!



Megjegyzések. 1. A lkkt-nek a megoldas elején ismertetett megadasmodja ismét az els§ feladathoz fizott 3. megjegyzésben
emlitett szamelmélet alaptételébdl kovetkezik.

2. Egy versenyz6 (k — 1)! helyett a lényegesen kisebb [1, 2, ..., k — 1] szamot hasznalta, de elég lett volna ehelyett a k-nal
kisebb primek szorzatat venni, amint azt konnyen belathatja az olvasé. Osszehasonlitasul mar k& = 21-re (k — 1)! felette van a
4700 billiénak, [1, 2, ..., k — 1] kozel 233,3 milli6, a primek szorzata pedig valamivel 9,7 milli6 alatt van.

II. Megoldas. Megkaphatjuk az [n, n+ 1, ..., n+ k — 1] lkkt-t agy is, hogy az n(n+1)...(n + k — 1) szorzatot
elosztjuk bizonyos szamokkal, tehat
nn+1)...(n+k—-1)

Un,k

(2) [nyn+k, ....n+k—1]=

alakban, ahol vy, ;, természetes szam.
Miel6tt ennek helyességét belatnank, nézziik meg, hogyan alakul ennek felhasznalasaval a feladat allitasdban sze-
repld egyenlGtlenség. A megfelels kifejezéseket beirva, kézenfekvs atalakitasokkal az

N1,k > (N4 k)vp i
vagy
(3) n(Vnt1.k — Un k) > kvn g
adodik. A bal oldalnak pozitivnak kell lennie, amihez
(4) Unt1,k > Un,k

sziikséges. Ha ez fennall, akkor az utols6 egyenlGtlenség bizonyosan teljesiil, ha maga n nagyobb a jobb oldalnél, mert
a szorzdja legalabb 1.

Ezek alapjan a feladat allitasa kovetkezik abboél, ha megmutatjuk, hogy

a) Minden adott k-ra v, i egy csak k-t6l fiiggd korlatnal nem nagyobb, és
b) ha k > 3, adott, akkor v, j értéke végtelen sokszor valtozik.

Valoban a b) szerinti valtozas nem lehet valamilyen hataron tal mindig csokkenés, hiszen vy, p-nak mindig pozitiv
egésznek kell lennie, de nem lehet valamilyen értéken tal mindig névekedés sem, hiszen akkor v, ; minden korlaton
talnéne, ami a) miatt nem lehet. Van tehat végtelen sok olyan n, amelyre (4) teljesil.

Legyen V' egy olyan érték, aminél v, ;, sohasem nagyobb, akkor mindazokra az n-ekre, amikre (4) teljesiil és amelyek
kV-nél nagyobbak, igaz, hogy

n(Vntk-1 = Vnk) > KV > kvp i,

tehat teljesiil (3), abbol pedig a feladat allitasaban szerepld egyenl6tlenség ekvivalens atalakitdsokkal kovetkezik.

A feladat allitasanak bizonyitasahoz tehat elég a (2) alaku elGallitas létezését bizonyitani (egész nevezével) és a
nevez6 a) és b) tulajdonsagat.

A (2) felbontashoz eljuthatunk tgy, hogy leirjuk egyenként a szamlalo tényezdit és n+ j leirasa utan (1 < j < k—1)
nézziik annak primszamhatvanyok szorzatara bontott alakjat. Ha van a prim alapok koziil valamelyiknek korabban
is tobbszorose, akkor vesziink egy olyan n 4+ (0 < ¢ < j) tényezsSt, amelyik az illet6 prim legnagyobb hatvanyéval
oszthato, és ha ez a hatvany nem nagyobb az (n + j)-ben szereplé hatvanynal, akkor a nevezébe irjuk, kiilonben az
(n+ j)-ben felléps hatvanyt irjuk a nevezdbe. Vilagos, hogy igy a k-adik lépésben megkapjuk a keresett lkkt-t. v, a
nevezdbe keriilt primhatvanyok szorzata.

A nevezébe irt primszamhatvany osztoja (n + i)-nek is, (n + j)-nek is, tehat a kiilonbségiiknek j — i-nek is, ami
pozitiv és nem nagyobb j-nél. Az n 4 j sorravételénél tehat a j, 7 — 1, ..., 2 bizonyos primszamhatvany osztoival
osztunk, tehat Osszességében nem nagyobb szammal, mint j! Ezt j =1, 2, ..., (k — 1)-re alkalmazva kapjuk, hogy

Unp <2031 (k= 1),

Un,k csak véges sok értéket vesz fel @ Ezzel belattuk a (2) alaku felbontas létezését és az a) allitast. Igazoljuk még b)-t.

Vilagos, hogy v, 2 = 1 minden n-re.

Legyen p egy k-nal kisebb primszam, amelyik nem osztéja k-nak. — Ilyenek pl. a k—1 (> 2) primosztoi. — Valasszuk
n-et ugy, hogy n+k tobbszorose legyen p-nek, és vizsgaljuk p kitevsjét v,  és vy,41 k primhatvanyok szorzatara bontott
alakjaban.

Nem lehet n is tObbszorése p-nek, mert kiiléuben az (n + k) — n = k is oszthatoé volna p-vel, ellentétben p
valasztasaval.

Mivel p < k, van t6bbszorose az n + 1, n+ 2, ..., n + k — 1 szamok kozt. Ha attériink [n,n+1,...,n +
k=116l [n+1,...,n+k —1, n + k]-ra, akkor a (2) jobb oldaldnak szamlalojabol elmarad a p-vel nem oszthato

2Belathato, hogy az is igaz, hogy v, < (k — 1)! pontosabban vp, k| (k — 1), és az egyenlStlenségben végtelen sokszor az ,,=” jel érvényes.



n tényez6 és megjelenik a p-vel oszthatdé n + k. Viladgos, hogy n elhagyésa a p kitevGjét nem befolyésolja, viszont
n + k hozzavétele utan az elgéallitasra vonatkozé gondolatmenetet kdvetve lathatd, hogy a nevezdébe kell irnunk p-nek
valamilyen hatvanyat. v,11 x tehat p-nek magasabb hatvanyaval oszthato, mint v, i, s igy (fiiggetleniil esetleges egyéb
kiilonbségektdl) kiilonboz6 szamok, mivel a szdmok primhatvanyokra torténd felbontésa lényegében egyértelmii.

Megjegyzések. 1. Az 1. megoldas soran tobb moddon is megadtunk adott k-hoz végtelen sok olyan n értéket, amire teljesiil
a Tn < Tn41 egyenl6tlenség, de tavolrol sem adtuk meg az Gsszes ilyen n-et. Ez reményteleniil nehéz feladatnak is latszik. B
Belathato, hogy a legkisebb n is, ami ott adodik, sokkal nagyobb k-nal.

Jeloljiik ni-val adott k-hoz a legkisebb olyan n-et, amire teljesiil a T, < T),+1 egyenlStlenség. Néhany értéket a kovetkezd
tablazat mutat:

‘ k‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘ 8 ‘ 9 ‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘29‘30‘31‘32‘210‘
[ne |—[5]5]7]9]8] 1111|1113 [13[17]16|17[17]31]47|32]37[237]

Lathatolag ezek az értékek alig nagyobbak k-nal. Az vilagos, hogy ng-nak k-nal nagyobbnak kell lennie, mert ha n < k,

akkor az n + 1, ..., n+ k kozott van n-nel oszthaté, hiszen 2n < n + k. Igy [n 41, ..., n + k] oszthaté n-nel, és termeészetesen
n+1, ..., n+k—1-gyel is, tehat [n, ..., n+k—1] osztéja [n+ 1, ..., n+ k]-nak, amibél kovetkezik, hogy nem lehet az el6bbi
nagyobb.

A primszamok eloszlasara vonatkoz6 mély tételek segitségével belathato, hogy ny/k tetszés szerinti 1-nél nagyobb h szamnél
kisebb lesz, amint k egy alkalmas (h-tol fiigg6) korlatnal nagyobb.

2. Szamolas kozben sok olyan n-re talalunk, amelyre [n, ..., n+k—1] =[n+1, ..., n+ k]. Ez n = k-ra pl. csak akkor
nem teljesiil, ha k a 2-nek egy hatvanya. De k = 19-re pl. n = 19-t6l n = 22-ig négy egymas utani értékre teljesiil az egyenl&ség,
k = 210-re, pedig n = 213-t6]l n = 220-ig nyolc egyméas utani esetben. Ezek utan els§ pillanatra talan meglepen hat, hogy
minden k-hoz legfeljebb véges sok esetben lehet két szomszédos lkkt egyenls, pedig a (2) formula alapjan ez legfeljebb az

kvn,k
n—=_— “mk
Un+1,k — Un,k
értékekre teljesiil (és koziiliik az egész értékekre teljesiil is). Mivel pedig v, csak véges szamu kiilonb6z6 értéket vehet fel, igy
csak véges szami megfelel§ n létezik.

3 Figyeljiilk meg, hogy a IL. megoldas csak végtelen sok ilyen n létezését bizonyitja, anélkiil, hogy megadna ilyen n-eket. Annak a
gondolatmenetnek az alapjan csak a v, j nevez6k szerkezetének sokkal pontosabb ismerete tenné lehet6vé ilyen n-ek megadéasat.



