Fel fogjuk hasznalni — amit a megjegyzések keretében be is bizonyitunk —, hogy az r(r1, r2, r3) és az u(us, ug, us)
koordinataival adott két vektor akkor és csak akkor meréleges, ha

riul + roug + r3us = 0.

Legyenek egy ABCDEFGH kocka egy lapjanak A, B, C, D csucsai egész koordinatajuak, a kocka élének hossza a
szintén egész szam, az A-val szomszédos harmadik csics E. Azt kell belatnunk, hogy E, F'; G, H is egész koordinataju.

Elég belatnunk, hogy pl. az zﬁ vektor koordinatai egész szamok, hiszen E, F, G, H koordinatéit gy kaphatjuk, hogy
A, B, C, ill. D koordinatéihoz hozzdadjuk AE koordinatait.

Legyenek az zﬁ = b, E =d, zﬁ = e koordinatai
(b1, b2, b3), (dy, da, d3), ill (e, ez, e3).
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Ezeket ugy kaphatjuk, hogy a B, D, ill. E pont koordinataibdl kivonjuk A koordinatait. A b és d vektor koordinatai
tehat egész szamok, és azt kell belatnunk, hogy e koordinatai is azok. A b és d vektorok hossza a, és a vektorok
merGlegesek, tehat koordinataikra teljesiil, hogy

(1) b+ b3+ b3 =a?, (2) d3+d3+di = a?, (3) bidy + bada + bgds = 0.
Az e vektor merGleges b-re is, d-re is és a hosszusagu, tehét
bier + baex + bzez = 0,
e%—l—eg—l—e% =da%

die1 + does 4+ dsez = 0,

Az els6 két egyenletbdl kifejezhetjiik eq, eq, es-at, de ezt a 3 adatot a két egyenlet csak egy k k6z0s szorzo tényezs
erejéig hatarozza meg.A szamitasokat elvégezve azt kapjuk, hogy

e1 = k(bads — bsdz), ea = k(bsdy — bids), esk(bida — bady).

A vektor hosszat kiszamitva
(4) a® = k*{b3d3 + b3ds + b3d: + bids + bids + bad; — 2badabsds — 2b1dibads — 2b1dibada}.

Bontsuk a kivonandékat 2—2 egyenls tag Osszegére és a masik két tag egyikének, ill. méasikdnak egyik részével kozos
tényezoket emeljiik ki. Ekkor a kivonandé igy alakul

—badabsds — b3dzbidy — badabsds — badabidy — bidibads — bidibsds =
= —bsdz(b1d1 + bada) — bada(b3dz + bydy) — bidy (bada + b3d3) =
= —bsds(—bsds) — bada(—bads) — b1d1(—b1d1).
Az utolsé lépésben mindharom tag masodik tényezGjére a (3) Osszefliggeést alkalmaztuk. Eredményiinket (4)-be beirva
azt kapjuk, hogy
a® = k*{b3d5 + b3d3 + b3d} + bid3 + bids + bidT + b3d3 + bid; + bidi} =

1

= K0T+ 05 +5) (4 + d; + d3)} = KPa’, k° = .



Az e vektor koordinatai tehat:

bads — bads bsdi — bids bids — bady
a ’ a ’ a ’

vagy ezek ellentettjei. Vilagos, hogy ezek racionalis szamok, azt kell belatnunk, hogy egészek.

Elég ezt a fenti harmasrol belatni, mert egész szam ellentettje is egész. Elég tovabba egyik koordinatarol belatni,
hogy az egész, mert akkor az indexek alkalmas cseréjével adédik a masik kett egész voltanak a bizonyitasa.

Azt fogjuk belatni, hogy a koordindta négyzete egész szam. Tudjuk, hogy ha egy raciondlis szdm négyzete egész
szam, akkor az alap is egész szdm. Az els6 koordinata szamlalojanak négyzetét fogjuk atalakitani:

(bads — bzda)? = b3d3 + bids — 2badabsds =
= b3d3 + b3d% — bodo(—b1dy — bads) — b3dz(—bsds — bidy) =
= b3d3 + b3d35 + bidibads + b3d3 + b3d3 + bidibsds =
= b3d3 + bids + bads + b3d3 + bydy (bady + bsdz) =
= (b +b3) (d3 + d3) — bid; = (a® = b}) (a® — d}) — bid] = a®(a® — b} — dY).
Itt ismét két tagra bontottuk a kivonandét és egyszer az els6, masszor a masodik két tényezs szorzatat helyettesitettiik

a (3) osszefiiggéshbol adodo értékével, majd alkalmaztuk (1)-et, (2)-t és mégegyszer (3)-at.
Azt nyertiik tehat, hogy
bads — bsdz \?
(=52)

egész szam, és ebbdl — mint mar emlitettiik — kovetkezik az alap egész volta is. Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A megoldas elején kimondott allitas igy lathato be: Az, hogy r és u mersleges egymasra, azt jelenti, hogy
az ORU héaromszog derékszogi (a 2. dbra betiizését hasznaljuk), ez pedig egyenértéki allitas azzal, hogy a haromszog oldalaira
teljesiil Pitagorasz tétele. Az r— u vektor koordinatai (r1 — w1, r2 — u2, r3 — us), igy a feltételt koordinatakkal felirva

r%—&—r%—l—rg—&—uf—i—ug—l—ug:(Tl—u1)2+(r2—u2)2+(7“3—u3)2=

2 2 2 2 2 2
=ri+7ry+ 75 +ui +us +uz — 2(riur + rouz + rausg).

Ez pedig valoban egyenértéki azzal, hogy

riul + rauz + raus = 0.

0 u
2. Aki ismeri a vektorok skalaris szorzatat, annak a most levezetett Osszefiiggés jol ismert, aki pedig a vektorialis szorzatot
is ismeri, az tudja, hogy az e vektor koordinataiban k szorzéi a vektorszorzat koordinatai, és azt is, hogy merdéleges vektorok

. 1
vektorszorzatanak a hossza a tényez6k hosszanak a szorzata, esetiinkben tehat a’. Igy k vagy — vagy —— . Ezeket felhasznalva
a a
lényegesen lerdvidiil a megoldas.

3. A bizonyitas végén felhasznalt tétel: ha egy racionalis szam négyzete egész, akkor az alap is egész, a szamelmélet alap-
tételének a kovetkezménye. E tétel szerint az egész szdmok torzstényezSkre bontott alakjaban a tényezGk sorrendtdl eltekintve
egyértelmten vannak meghatarozva.

Valoban, ha egy v/w tort (v, w egész) nem egész szam, akkor w-nek van olyan p torzstényezdje, ami v felbontasaban kisebb
hatvanyon szerepel, mint w-ében (esetleg egyaltalan nem szerepel). De

(5) =1
w/ T w?
Az alaptétel szerint v®-nek és w?-nek nincs mas primtényezss felbontasa, mint amelyik a v, ill. w felbontasaban szerepl6 primek

hatvanykitevoinek kétszerezésével keletkezik. Ekkor azonban p a v* / w? t6rt nevezdjében is magasabb hatvanyon szerepel, mint,
a szdmlaloban, tehat ez a tort sem lehet egész szam.



