Megoldas. Azon, hogy egy n egész szamot egy pozitiv egész szammal maradékosan osztunk, egy
n=cq+r

alaku elgallitasat értjiik, ahol ¢ (a hanyados) egész szam, r pedig (a maradék) kisebb, mint ¢ és nem negativ. Ilyen
hanyados és maradék mindig van és mindig csak egy.
Vizsgaljuk n és n — 1 maradékit ugyanazzal a k szdmmal torténd osztasnal. Ha a fenti osztasnal az r maradék nem
0, akkor
n—1=cq+ (r—1),

és mivel a maradék egyértelmien meg van hatarozva, igy minden ilyen esetben 1 adoédik hozza az r(n) — r(n — 1)
kiilonbséghez. Ha viszont r = 0, vagyis c oszt6ja n-nek, akkor

n—1=clg—1)+c—1,

tehat az n osztdi az osztonal 1-gyel kevesebbel csokkentik a fenti kiilonbséget. Jegyezziik meg, hogy magaval n-nel
n-et még el kell osztanunk a feladat szovege szerint, n — 1-et azonban méar nem. Ezt az osztét azonban figyelmen kiviil
is hagyhatjuk, mert az elvégzendd osztés maradéka 0. Jeloljiikk az n szam n-nél kisebb (pozitiv) osztoinak Osszegét
s(n)-nel, szamukat d(n)-nel, akkor megallapitasaink szerint

r(n) —r(n—1)=n—d(n) —1— (s(n) —d(n)) =n—1-s(n).
A feladat eszerint annak a belatasat kivanja, hogy végtelen sok olyan k szam van, amelyikre
s(k) =k —1.

Az els6 néhany szam kiprobalasa azt mutatja, hogy a 2 hatvanyai ilyenek, és valoban konnyt belatni, hogy k = 2!
minden pozitiv egész [ kitevére kielégiti az egyenletet. Valoban, 2! nala kisebb osztoi 1, 2, 22, ..., 2!7!. Ezek mértani
sorozatot alkotnak, amelyben az elemek Gsszege — mivel az elemek szama [, a hanyados pedig 2 —

l_
%z?—lzk—l.

Ezzel allitdsunkat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. A feladat igen hasonld a tokéletes szamok probléméjahoz. A fenti jeloléseket hasznalva akkor
neveztek az okori gordgok tokéletesnek egy szamot, ha

s(k) = k.

Mar Euklidész elemeiben szerepel, hogy a 25_1(25 — 1) alaka szamok tokéletesek, ha a méasodik tényezs torzsszam.
Mintegy 2000 évvel késGbb Euler bebizonyitotta, hogy a paros szamok koziil csak az Euklidész altal emlitett szamok
tokéletesek.

Paratlan tokéletes szdm nem ismeretes. Szamos olyan tulajdonsagot taldltak, amivel minden pératlan tokéletes
szamnak — ha van ilyen — rendelkeznie kell. A legkisebb szam is, amelyiknek mindez a tulajdonsaga megvan, elképzel-
hetetleniil nagy kell hogy legyen, azt azonban nem sikeriilt eddig bebizonyitani, hogy nincs paratlan tokéletes szam.

A 2% —1 alakd szam kdnnyen lathat6an csak akkor lehet prim, ha s is primszam, de tavolrél sem igaz, hogy minden
s primszamra primszamot adna a fenti formula. Pl.

2t _ 1 =12047 = 23 - 89.

Eddig a nagyteljesitményt szamitogépek segitségével is minddssze 27 ilyen alakd primet taldltak, igy ugyanennyi az
ismert tokéletes szdmok szama is. Nem tudjuk, hogy van-e tobb, még azt sem sikeriilt azonban elddnteni, hogy van-e
végtelen sok, vagy pedig véges a paros tokéletes szdmok szama.
2. Az
s(k)=k—-1

egyenletrdl azt lattuk be, hogy 2 minden hatvanya megoldasa, tehat végtelen sok megoldasa van. Nem tudjuk azonban,
hogy van-e mas megoldésa is, mint a 2 hatvanyai. Annyit nem nehéz belatni, hogy egy 2'm alaku szam, ahol m paratlan
(I lehet 0 is) csak akkor elégitheti ki az egyenletet, ha m egy egész szam négyzete.
3. A bizonyitas soran nyert
r(n)—r(n—1)=n—-1-s(n)

formulat n =2, 3, ..., k-ra Osszeadva és felhasznélva, hogy (1) = 0, azt kapjuk, hogy
r(k) = (r(k) —r(k = 1))+ (r(k = 1) —r(k —2)) +...+ (r(2) = 7(1)) + (1) =
:(k—1)+(k—2)—|—...—|—1—s(k)—5(1{:—1)—...—5(2)2M—S(k),
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ahol S(k)-val a kovetkezs Osszeget jeloltiik:
Sk)=s(k)+s(k—1)+...4+s(2).

[Az Osszeghez s(1)-et is hozzairhatjuk, ha tetszik, mert annak értéke 0.]
Célszeriibb s(k) helyett az Osszes osztok o(k) Osszegét hasznalni. A kettd kapcsolata

o(k) = s(k) + k.

Aok)+o(k—1)+...40(1) Osszeget Z(k)—val jelolve

S(k):g(k)—k—l—a(k—1)—(k—1)—|—...+0(1)—1ZZ(k)_@'

Ezt r(k) képletébe beirva az egyszertibb
) = 2= 3 (0)

formulat kapjuk.
Néhany versenyzé felhasznélta, hogy n-et c-vel maradékosan osztva a hanyados {E}, azaz n = c- [q + r, ahol
c c
0<r<e,

tovabbé az irodalomra hivatkozvzﬁ a
n n n
3 (n) = [ﬂ +2[§] +...+n{;}

formulat. Ezekbdl eljutott az r(n)-re éppen nyert képlethez és azt vette segitségiil a feladat megoldasahoz (nem mindig
sikerrel).

* D. O. Skljarszkij—N. N. Csencov—J. M. Jaglom: Vélogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébdl 1. Aritmetika és algebra
172. o.



